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Chapitre 1

L’équation de Schrodinger non
linéaire

L’équation de Schrodinger non-linéaire permet de décrire de nombreux systemes phy-
siques dans des domaines aussi divers que les fluides et solides quantiques, les écoulements
compressibles, la propagation de la lumiere dans les fibres optiques et la propagation
d’ondes de surface sur des films liquides minces. La forme générale de cette équation en
dimension d est :

op(r,t)

POt = S A(r )+ Gl () (11)

ou

N

d 4 g2
r:inei, et A:Z%.
i=1 =1

~

Le parametre G caractérise la non-linéarité du probleme.

Dans le contexte des fluides et solides quantiques, I’équation de Schrodinger non-
linéaire est également appelée équation de Gross-Pitaevskii (notée G-P dans la suite).
Elle a été introduite en 1961 indépendamment par Gross et Pitaevskii pour décrire de
maniere phénoménologique la dynamique de I’hélium superfluide. Il s’est révélé qu’elle
donne également une excellente description des condensats de Bose-Einstein gazeux.
Dans la littérature, on utilise la dénomination « équation de Gross-Pitaevskii » dans le
cadre des fluides quantiques et « équation de Schrédinger non-linéaire » dans tous les
autres contextes. Nous adopterons ici cette seconde dénomination et nous utiliserons son
abréviation anglaise NLS (pour non linear Schrédinger equation).

Dans ce premier chapitre, nous allons d’abord présenter quelques phénomenes phy-
siques qui sont modélisés par cette équation. Nous discuterons ensuite ses propriétés
générales.

1.1 Une équation, plusieurs contextes

L’équation de Schrodinger non-linéaire se retrouve dans de nombreux contextes phy-
siques qu’on peut classer en deux catégories. Tout d’abord, I’équation permet de décrire
directement le systeme physique moyennant quelques approximations et hypotheses; c¢’est
le cas notamment pour les gaz quantiques comme les condensats de Bose-Einstein ou pour
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I'optique non-linéaire. Pour la seconde catégorie, I’équation de Schrodinger non-linéaire
offre une modélisation pertinente et simplifiée d'un systeme physique bien plus complexe ;
c’est le cas par exemple pour la physique de I’hélium liquide et solide a basse température
ou les écoulements fluides.

1.1.1 Condensats de Bose-Einstein gazeux

La condensation de Bose-Einstein d'un gaz atomique dilué a été observée expérimenta-
lement en 1995, a partir de vapeurs d’atomes alcalins confinés dans un piége magnétique.
L’assemblée d’atomes est amenée au seuil de condensation par refroidissement laser, suivi
d’un refroidissement par évaporation, la température finale étant inférieure au microKel-
vin. L’équation de Gross-Pitaevskii décrit de maniere quantitative les propriétés de ces
condensats de Bose-Einstein. A température nulle, on peut considérer en bonne approxi-
mation que toutes les particules occupent le méme état quantique ¢ (r, t), dont I’évolution
est donnée par

2

zhw = —;—mAlp(r,t) + V(r,t)(r,t) + Nglp(r, t)[*p(r,t) . (1.2)
La fonction (7, t) est a valeurs complexes et est appelée fonction d’onde du condensat.
Le parametre m représente la masse d’un atome, V(r,t) le potentiel extérieur qui confine
le gaz (confinement magnétique ou optique, qui peut dépendre du temps) et N le nombre
de particules dans le condensat. La constante de couplage g est reliée a la longueur de
diffusion a qui caractérise I'interaction entre deux atomes & basse énergie : g = 4wh?a/m
(cf. chapitre 2). Notons que a (et donc g) peut étre positive ou négative suivant I'espece
atomique utilisée. Pour les condensats réalisés expérimentalement, on a souvent a positif.

En premiere approximation, le potentiel V' est souvent considéré harmonique :

d
1
V(T> - 57”2&)22%'12 )
=1

ol les w; sont les fréquences de piégeage, qui peuvent éventuellement dépendre du temps.
Comme le potentiel V' tend vers l'infini quand |r| — oo, la fonction 1 est choisie de carré
sommable, avec la condition de normalisation usuelle en physique quantique :

/w(r,t)w*(r,t)ddr —/ [(r, t)2d%r =1,
D D

ou le domaine d’intégration D correspond au domaine physique étudié en dimension d,
R? en général. Avec cette convention, la densité du condensat est donnée par

p(’l“,t) = NW(Tat)P )

et le terme non-linéaire de (1.2) Ng|w|?y) = gpy s’interprete simplement : il correspond &
I’évolution de la fonction d’onde 1) dans le potentiel de champ moyen Ve (7, 1),

Vem(r, 1) = g p(r, 1) , (1.3)
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créé par I'ensemble des particules du gaz au point 7. La vitesse locale v (7, t) est reliée au
courant de particules par

) tNh . .

J(T7t) = % (¢v¢ - w V¢) = p(’l‘,t) ’U(’l",t) :
Une discussion plus détaillée de cette équation dans le contexte des condensats de Bose-
Einstein sera présentée dans le chapitre 2.

1.1.2 Modélisation de I’hélium liquide superfluide

L’équation de Gross-Pitaevskil a été proposée indépendamment par Gross et Pi-
taevskil en 1961 pour modéliser les propriétés de I'hélium superfluide. En dessous de
la température de transition Ty, appelée le point A, (environ 2.2 kelvins), I'hélium liquide
présente la propriété de superfluidité, c’est-a-dire qu’il peut s’écouler sans frottement
(expérimentalement, on observe I'annulation de la viscosité de I’hélium lors du passage au
travers de tubes capillaires fins). Dans le cadre de la modélisation de I’hélium superfluide,
I’équation de Gross-Pitaevskii s’écrit sous la forme générale :

0D B e et / U(r' =)l HPd* (14)

ot 2m D

ou ¥(r,t) est une fonction a valeurs complexes appelé ici fonction d’onde du superfluide,
m la masse effective de 'atome d’hélium et U(r) modélise le potentiel d’interaction entre
deux atomes d’hélium dans le superfluide.

Bien que cette équation permette de modéliser de nombreuses propriétés d’un super-
fluide, on ne sait pas la démontrer a partir de la description quantique microscopique du
liquide formé par les atomes d’hélium en interaction. En effet, la justification de I’équation
de Gross-Pitaevskii a partir de I’'équation de Schrodinger pour N particules en interac-
tion implique des hypotheses sur la faiblesse des interactions (cf. chapitre 2) qui ne sont
pas satisfaites pour I'hélium liquide, alors qu’elles le sont pour les condensats gazeux.
L’équation de G-P appliquée a I'hélium liquide doit donc étre considérée comme une
description phénoménologique, qui s’est avérée tres fructueuse au fil des années.

On se place souvent dans ’approximation d’un potentiel d’interaction a courte portée,
pour lequel on peut prendre U(r) = gd(r) (6(r) étant la masse de Dirac en 7) et qui
donne I’équation :

20— I Ny + gl )P ) (1.5)

ot
Cette équation est tres voisine de I’équation (1.2) écrite pour les condensats gazeux. No-
tons toutefois deux différences. D’une part, le potentiel de piégeage est absent car on
s'intéresse ici a un liquide de densité uniforme, occupant tout l'espace. D’autre part,
puisque le nombre de particules N qui figurait dans (1.2) n’est plus un parametre perti-
nent, on modifie légérement la signification physique de |1|?. Alors que pour le condensat
gazeux, la densité de particules était donnée par p = N|¢|?, on pose pour I'hélium liquide
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ce qui conduit au terme de potentiel moyen V., = gp = g|¢|? dans (1.5), identique & celui
apparaissant dans (1.3).

Comme pour les condensats gazeux, on déduit la vitesse v du superfluide a partir du
courant de probabilité

h
3r,8) = 5o (VU = V) = pu(r. 1)

1.1.3 Modele de supersolide

Récemment, des propriétés de superfluidité ont été observées dans 1'hélium solide
pour des températures inférieures a 100 mK. Cette « supersolidité » se caractérise par
un découplage de la masse du solide en rotation : tout se passe comme si une partie de
I’hélium solide ne tournait pas lorsque I'on met le solide en rotation.

On peut obtenir un modele de supersolide a partir de I’équation NLS (1.4) en prenant
un potentiel a deux corps U(r) de portée finie ou plus simplement un potentiel en créneau.
En particulier, on ne se place pas dans ’approximation ou le potentiel se ramene a une
fonction de Dirac. Nous décrirons les propriétés des solutions de cette équation dans le
chapitre 7.

1.1.4 Optique non-linéaire

La propagation d’une lumiere intense dans une fibre optique ou dans certains maté-
riaux conduit a des effets non-linéaires, c¢’est-a-dire a des effets qui vont au dela du trai-
tement habituel par un indice de réfraction ng constant. On retrouve ces caractéristiques
dans les diodes électroluminescentes ou dans les lasers miniatures a semi-conducteur qu’on
utilise par exemple dans les lecteurs de disques compacts, les lecteurs de code-barres ou
certains pointeurs lasers.

La propagation de 'onde lumineuse en présence d’effets non-linéaires se modélise en
premiere approximation par :

DD S atr )+ F(0Per ) (1.6
ou f(+) est une fonction réelle caractérisant la nonlinéarité de l'interaction lumiere-matieére.
La fonction d’onde ) est reliée a la composante de Fourier lentement variable du champ
électromagnétique de I'onde se propageant a une (ou autour d’une) fréquence donnée. Le
terme de diffraction (le laplacien) peut provenir de la diffraction proprement dite des ondes
et/ou de leur dispersion. La non-linéarité est due au fait que I'indice de réfraction dépend
de l'intensité lumineuse. On retrouve I’équation de NLS précédente (1.1) dans le cas de
I’effet Kerr, pour lequel on peut prendre une relation affine entre I'indice de réfraction n et
I'intensité I = |¢|* dans le domaine optique considéré : n(I) = ng + al. En optique non-
linéaire, la fonction d’onde n’est pas normalisée puisqu’elle est liée a 'intensité lumineuse.
On note en fait 7, l'intensité totale du champ électromagnétique :

I—/D|w\2dx. (1.7)
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La propagation de I'information dans les fibres optiques peut se faire grace a des solutions
particulieres de 1’équation qui se propagent le long de la fibre optique sans s’altérer : il
s’agit de solitons que ’on décrira en détail dans le chapitre 6.

1.1.5 Meécanique des fluides

L’équation de Schrodinger non-linéaire apparait également en mécanique des fluides.
Comme pour l'optique non-linéaire, elle s’obtient comme I’équation d’enveloppe des ondes
de surface en eau profonde. On décrit la surface de I’eau par la fonction h(x,t) comme un
paquet d’ondes centrées autour du nombre d’onde kj :

h(z,t) = R(A(z, t)ekor—wot))

Pour simplifier, on s’intéresse ici aux ondes suivant la direction z uniquement. A(zx,t) est
une fonction a valeurs complexes dont les variations spatiales sont a grande échelle par
rapport a la longueur d’onde du paquet d’ondes (k|A| < 1). La relation de dispersion des
ondes de gravité a la surface de 1'eau vérifie :

Wy = \/glfo .

La dynamique de ces ondes dans la limite inviscide est décrite par la cinématique de
I'interface et I’équation de Bernoulli (pour le potentiel de vitesse ¢(x,y,t)) calculée en
tous points de l'interface [Hue] :

oh ¢ 0ndg

ot Oy Ox Ox '

O 1[0\ [0¢
E*Q’“‘a((%) *(a@))

On peut appliquer une méthode dite multi-échelles pour développer ces équations pour
un paquet d’ondes. Cette technique consiste a séparer des variables lentement variables
en espace et en temps, des variations rapides associées au paquet d’ondes (de longueur
d’onde 27 /kq et pulsation 27 /wj). On obtient alors I’équation pour ces variables ”lentes”
X et T I'équation d’évolution de I'enveloppe [Hak] :

0A . Wo 8214 .WO]{?(Q) 2
ek s Ml A2A*
or ~ 'sk2ox® 2

On reconnait bien alors I’équation de NLS pour I’évolution de 'amplitude complexe du
paquet d’ondes.

1.2 Propriétés générales

L’équation de Schrodinger non-linéaire s’applique a divers domaines et prend des
formes différentes suivant le potentiel d’interaction, la présence de potentiel extérieur ou
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le type de non-linéarité. Cependant, toutes ces équations partagent de nombreuses pro-
priétés liées a la structure générale de I’équation. Nous illustrerons ces propriétés générales
dans le cadre de ’équation (1.1) que nous réécrivons ci-dessous :

O0Y(r,t 1
T (1) + Gl )Pl ) (1.8
On distingue les deux cas :
— défocalisant pour G > 0 qui est la situation rencontrée pour ’hélium liquide ou la
plupart des gaz atomiques d’alcalins, a I’exception notable du Lithium.

— focalisant pour G' < 0 que 'on peut trouver notamment en optique non-linéaire.

1.2.1 Adimensionnalisation

Dans les exemples rencontrés ci-dessus, des coefficients apparaissaient devant les termes
de dérivées temporelles ou spatiales. On peut facilement éliminer ces coefficients par un
changement de variable approprié. Considérons par exemple 1’équation décrivant 1I’hélium
superfluide (1.5) avec la condition de normalisation

/ [[Pd%r = N .
D

En posant

on voit que

o _ 1o
ot hot’

m
szﬁAwly |¢’2dd7”:‘w/‘2dd’l"/,
et on est ramené a une équation pour ¢ identique a (1.8) avec

d
G=g(%?>7 [¢'[Pd% = N .
D/

Remarque 1.2.1 Notons qu’on peut également poser ' = \/sz au lieu de la relation
indiquée dans (1.9). Ceci conduit ¢ une équation du type de (1.8) avec un coefficient
non linéaire G = =+1, ce qui est a priori plus simple. Toutefois il faut noter que ce
changement conduit alors a une condition de normalisation de v)" différente de celle de ).
Nous utiliserons dans ce cours ['une ou ['autre des formulations.

1.2.2 Conditions aux bords

L’équation (1.8) est une équation aux dérivées partielles et il est important de bien
spécifier les conditions aux bords ou conditions aux limites pour la fonction d’onde. Plu-
sieurs types de conditions peuvent étre imposées suivant la frontiere considérée et le
contexte physique :
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— en général, on impose ’absence de flux de masse sur les bords des domaines considérés,
ce qui se traduit par 7 -n = 0, ou n est le vecteur normal a la frontiere. Ceci peut
s'imposer par une condition de Dirichlet v» = 0 ou de Neuman V¢ - n = 0 sur
les frontieres du domaine. Notons que ces deux conditions ne sont pas équivalentes
puisque la condition de Dirichlet impose la densité nulle au bord du domaine alors
que la condition de Neuman conduit & une vitesse normale nulle. Cette condition
s’applique en particulier a la frontiére d’un obstacle (par exemple une paroi solide
pour un superfluide).

— Dans le cadre des condensats gazeux ou les atomes sont confinés par la présence du
potentiel extérieur, il n’est pas besoin d’imposer une condition & ’'infini, la condition
de normalisation a l'unité de la fonction d’onde étant suffisante. En effet, cette
condition et la présence du potentiel qui tend vers +oo quand |r| — +oo impliquent
que la fonction d’onde tend vers 0 dans la limite |r| — oo.

— Pour un domaine infini, il peut étre plus pratique d’imposer des conditions de Diri-
chlet sur la densité et la vitesse : limp . p = po et lim}y—oc v = V. Ces conditions
sont souvent utilisées pour la modélisation d’un écoulement superfluide.

— Signalons enfin les conditions aux bords périodiques : ¥(r + L, t) = 1)(r,t), utilisées
notamment en optique non-linéaire.

1.2.3 Invariance

L’équation (1.8) présente plusieurs invariances qui sont liées a des quantités conservées
par la dynamique. Ainsi, si (7, t) est solution de (1.8), alors sont également solutions :
— '(r,t) = P(r,t)e® avec ¢ nombre réel. C'est I'invariance de phase. Le terme de
phase €' se retrouve en facteur de tous les termes de NLS.
— /(r,t) =(r — b, t) ou b est un vecteur quelconque. Invariance par translation.

VRt
— Y (r,t) = (r — Vot, t)e "2 =Vom) ot T est la vitesse de translation galiléenne.
C’est I'invariance Galiléenne. Le terme de dérivée temporelle devient alors i0;)' =
VRt
(10 — iV - Vo + %gw)e"(%’v("’“) et les termes supplémentaires sont compensés
VRt
par le terme Laplacien —1A¢ = —1(A¢ + 20V - Vo — Vp)e {7 —Vor),
— /(r,t) = M\p(Ar, A?*t) pour une condition de normalisation différente puisque [ |¢'|* =

A2 [, on d est la dimension. Cest linvariance par dilatation. On obtient

O’ = N0ph, A = XA et [P0 = N[y

1.2.4 Quantités conservées

L’équation NLS décrit une dynamique qui conserve au cours du temps deux quantités
scalaires particulieres :

Conservation de la masse

La masse ou le nombre de particules N dans le domaine D est une quantité conservée.
En effet, si on définit (en suivant la convention adoptée en section 1.1.2 pour 'interprétation
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N = [ jupat
D
et on obtient :

- /( o atw)dd
X

( (A" 4y Px) - <—1Aw+aw|2w>w*) a'r

de [¢]?) :

2
= [ S (@AY —vA div ( LV — ) ) a
—/Dﬂwww —— [Laiv (ver -0 at

= Jj-n,
oD

ol ‘
? * *
— LWV = ¢'Ve)
En utilisant que soit ¥ = 0, soit g—:ﬁ = 0 sur le bord, on obtient que

dN
E—O.

Si on considere la convention de normalisation unitaire de la fonction d’onde adoptée
en section 1.1.1, la conservation de la masse correspond alors a la conservation de cette
condition de normalisation.

Conservation de 1’énergie

On définit également 1’énergie

1
5 | (uF =Gl at
2Jp

On montre alors de maniere similaire que

dE

dt
Dans la suite, il sera utile de décomposer I’énergie en un terme d’énergie cinétique g, et
un terme d’énergie potentiel d’interaction Epq :

cm: /\VQM dd y et Epot_ /|w‘4dd

Remarque 1.2.2 En fait, on peut utiliser cette expression de l’énergie pour retrouver
NLS dans le cadre du formalisme lagrangien. Plus précisément, si on considére le lagran-
gien

E(y) =

=0.

Lw) =5 [ - o' - BW)

on peut retrouver [’équation (1.8) comme conséquence de l’équation de Lagrange exprimant
la stationnarité de ’action S = f:f Ldt. Nous ne développerons pas ce point de vue ici,
mais il peut s’avérer utile pour ’étude de problemes dépendant du temps.
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1.2.5 Solutions stationnaires

On appelle solution stationnaire de (1.8) une fonction ¥ (r,t) qui s’écrit sous la forme

V(r,t) = g(r) e,
ou la fonction ¢(r) vérifie
1
5 A6+ Gl = (1.10)

Le coefficient p s’interprete physiquement comme le potentiel chimique du systeme, c¢’est-
a-dire ’énergie a fournir pour ajouter une particule au systeme. Mathématiquement, il
peut étre vu comme le multiplicateur de Lagrange associé a la condition de normalisation
de la fonction d’onde lors de la minimisation de la fonctionnelle d’énergie

B6) = [ 5 (Vo + Glof) a'r

L’état fondamental correspond au minimum global de cette énergie et il a la propriété
d’étre une fonction a valeur réelle a une invariance de phase pres.

En absence de potentiel extérieur V' (7), il existe une solution stationnaire évidente
é(r) = ¢ (décrivant dans le cas de I'hélium une densité homogene py = |¢o|? de super-
fluide) :

W(r,t) = /pge Pt (1.11)

Remarque 1.2.3 [l est tentant de rapprocher l’équation (1.10) de l’équation de Schrédin-
ger indépendante du temps ﬁqb = F ¢ de la physique quantique. Toutefois, il importe de
bien distinguer les deux problémes. L’équation de Schrodinger indépendante du temps est
l’équation auzx valeurs propres pour [’hamiltonien, qui est un opérateur hermitien. Les
valeurs propres E; sont réelles et les fonctions propres ¢;(r) forment un ensemble ortho-
gonal, a partir duquel on peut former une base hilbertienne (théoréme spectral). L’équation
(1.10) n'est pas une équation auz valeurs propres; c’est une équation non linéaire et deux
solutions ¢1(r) et ¢o(r) différentes de cette équation, associées aux potentiels chimiques
W1 et fo, ne sont généralement pas orthogonales.

1.2.6 Solutions stationnaires pour d’autres dynamiques

L’étude mathématique des solutions d’équations du type (1.10) peut provenir d’autres
contextes que ceux décrits par NLS, en particulier des solutions stationnaires d’équations
du type réaction diffusion :

D — %Aquu(l _ ). (1.12)

La dynamique de (1.12) ne conserve pas I’énergie associée au probleme mais au contraire
la dissipe, ce qui conduit & des phénomenes tres différents. Les équations de type (1.12)
ont été introduites par Fisher (1937) et KPP (1938) pour des modeles d’invasion génétique
et biologique, puis largement développés pour décrire la propagation d’especes (bactéries,
insectes, plantes), d’invasion de culture humaine ou de propagation de fronts en com-
bustion [SK]. Une vaste littérature mathématique s’est alors intéressée au phénomene de
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déplacement du front séparant la zone ou u est proche 0 de celle ou u est proche de 1, en
étudiant les déplacements d’onde u(z — ct).

D’autres questions plus récentes d’écologie considérent le cas de régions d’espaces plus
ou moins favorables & une espece donnée, en étendant (1.10) a

%Au +u(p(r) —u?) =0 (1.13)

ou pu(z) prend des valeurs py et pu_ dans des régions Fy et E_. Si uy > pu_, E, est
plus favorable a I'espece que E_ et la solution u permet d’étudier entre autres choses les
conditions permettant la survie de I’espece, ou au contraire conduisant a son extinction. En
particulier, I’équation ci-dessus permet de montrer que la fragmentation environementale
est défavorable a la conservation d’une espece : le fait d’avoir de petites zones défavorables
laisse moins de chances de survie qu'une seule grande zone, avec la méme surface. Une
application pratique est le cas ou 'espece est la forét et les zones défavorables a la forét
sont les routes. Il vaut donc mieux une large route traversant la forét plutot que plusieurs
petites routes ayant la méme surface pour la préservation de la forét. Mathématiquement,
cela est relié a des problemes aux valeurs propres et des questions proches de celles que
nous aborderons plus loin.

1.2.7 Formulation hydrodynamique

A partir de l'interprétation en densité et courant de la fonction d’onde (7, t), on peut
écrire I’équation NLS en fonction des variables hydrodynamiques p(r,t) et v(r,t) définies
par :

1) = [0 ) et §(r,t) = £ (BV6" — 97V8) = plr, 1) ulr,1)

Si 'on suppose que la fonction d’onde 1 ne s’annule pas, on peut ’écrire sous la forme
module-argument :

V= /pe .
L’argument de la fonction d’onde ¢, qu’on appelle également phase, correspond au po-
tentiel de la vitesse (v = V). On obtient le couple d’équation :

—+ V. (pv) =0, (1.14)

On reconnait dans cette formulation 1’équation de continuité (1.14) ainsi que I’équivalent
de I’équation de Bernoulli pour un fluide (1.15). Dans cette équation, ’enthalpie volumique
est égale a GGp, mais surtout un terme supplémentaire a I’équation de Bernoulli est présent :

LA/p

2 /p
Ce terme est lié aux variations locales de la densité. Il est appelé terme de pression
quantique. En effet, si 'on revient a I’équation NLS initiale écrite pour les condensats de
Bose-Einstein ou I’hélium superfluide, ce terme disparait dans la limite classique que 1’on
peut obtenir en faisant tendre formellement A vers 0.
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1.2.8 Longueur de cicatrisation

Le terme de pression quantique devient négligeable dans une approximation hydrody-
namique pour laquelle on suppose la densité lentement variable en espace. Pour mieux
comprendre cette approximation hydrodynamique, il est commode de revenir a I’équation
NLS (1.5) établie pour I'hélium superfluide. L’équation de Bernoulli s’écrit alors :

h@gp h* Ayp

ot~ 2m p +2m” o

ol la vitesse est reliée a la phase de la fonction d’onde par :

h
v=—Vop.
m

Si on considere alors un écoulement superfluide de densité py, on peut définir une
longueur caractéristique & :

hQ
2mpog

¢ = (1.16)

Cette longueur définit a quelle échelle spatiale la pression quantique est pertinente. En
effet, si on note d I’échelle caractéristique de I’écoulement, le terme de pression quantique

se comporte comme :
h? A\/ﬁ h? p()
2m \/p T oma

et il peut étre négligé devant le terme non-linéaire gpg si d > £. Au contraire, si ’échelle
caractéristique d est de 'ordre ou inférieure a &, la pression quantique joue un role im-
portant.

On appelle ¢ la longueur de cicatrisation ; elle caractérise notamment les effets quan-
tiques dans les écoulements superfluides. Cette longueur apparait également si on considere
une solution de NLS en présence d’un obstacle sur lequel on impose ¥ = 0 et pour laquelle
on a la condition sur la densité loin de 1'obstacle :

lim [ =

|7 =00

Si les dimensions de I'obstacle sont grandes devant la longueur de cicatrisation, on peut se
placer dans I'approximation 1D d’un mur occupant le demi-espace x < 0 avec la condition :

lim |1/J|2 =

Tr—00

La solution de NLS stationnaire dans I'état fondamental ¥ (z,t) = ¢(z)e ' ot ¢(x) est
une fonction réelle, vérifie alors :

h? @
—%d—qﬁ +96(2)° — po(x) =

La limite quand x — oo de la fonction impose p = gpy et on peut chercher la solution

sous la forme : .
o(z) = /pof (E) :
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F1c. 1.1 — Solution ¢(z) = /pof(%) de la solution stationnaire de NLS pour laquelle
¥(0) = 0 et |Y|> — po au loin.

La fonction f satisfait I’équation différentielle et les conditions aux limites :

—f"(w) + (f(u)* =1 f(u) =0, f(0)=0 et lim, .oof(u)=1.
dont la solution est f(u) = tanh(u/+v/2) et qui donne la solution du probleme :

é(x) = /po tanh (TZg) :

que l'on a tracé sur la figure 1.1. ¢ apparait ici comme la longueur caractéristique sur
laquelle la fonction d’onde est perturbée au voisinage d'un obstacle, ce qui explique le
terme longueur de « cicatrisation ».

1.3 Objectifs du cours

Comme nous venons de le voir, I'équation de Schrodinger non-linéaire s’applique
a de nombreux contextes physiques et permet de modéliser des phénomenes aussi di-
vers que l'optique non-linéaire, les ondes de surface ou la superfluidité. Cette équation
possede de nombreuses propriétés mathématiques remarquables. Dans ce cours, nous al-
lons étudier cette équation en montrant notamment l'imbrication permanente des pro-
priétés mathématiques avec le comportement des systemes physiques concernés. Nous
développerons en particulier le cas des fluides quantiques : superfluides, supersolides, et
condensats de Bose-Einstein, pour lesquels nous décrirons quelques expériences récentes
portant notamment sur I'observation de tourbillons quantiques.

Nous nous intéresserons tout particulierement a I’état fondamental du systeme, qui
fournit déja de nombreuses questions en calcul des variations, analyse asymptotique
en fonction d'un petit parametre, existence et unicité de solutions, analyse spectrale,
théorie des fonctions holomorphes. Nous introduirons des outils pour décrire les structures
périodiques apparaissant dans les expériences, et tout particulierement les singularités ou
tourbillons.

Aborder les propriétés dynamiques de 1’équation est en général tres complexe, et nous

le ferons uniquement dans quelques cas spécifiques : propagation de petites perturbations
par rapport a 1’état fondamental et étude d’ondes progressives particulieres, les solitons.



Chapitre 2

La fonctionnelle d’énergie pour un
condensat de Bose-Einstein

L’étude des propriétés de la matiere a basse température est a l'origine de découvertes
spectaculaires, comme la supraconductivité de nombreux matériaux et la superfluidité de
certains liquides. L’origine de ce comportement inhabituel de la matiere est quantique. Elle
provient du principe de Pauli, qui établit un lien entre le spin des particules en jeu (demi-
entier ou entier) et leur comportement collectif (fermions ou bosons). L’état global d'un
systeme de fermions identiques doit étre antisymétrique par échange de deux particules,
ce qui interdit de mettre deux fermions dans le méme état individuel. En revanche, 1’état
global pour des bosons doit étre symétrique par échange de deux particules, ce qui favorise
des situations ot un méme état individuel est occupé par beaucoup de bosons.

Le principe de Pauli s’applique bien str a toute température T', mais ses conséquences
ne sont appréciables que si T' est suffisamment basse. Pour illustrer ce point, considérons
un gaz d’atomes de masse m avec une densité spatiale n. A température ordinaire, la
longueur d’onde thermique Ay = h/(2rmkgT)'/?, qui donne la taille moyenne du paquet
d’ondes associé a chaque particule, reste petite devant la distance moyenne ¢ = n~1/3
entre deux particules voisines; les conséquences physiques de la symétrisation ou de I'an-
tisymétrisation de I’état global des particules sont négligeables, les phénomenes quantiques
restent masqués, et le gaz peut étre décrit en bonne approximation par la physique statis-
tique classique. En revanche, quand on refroidit le gaz, la longueur d’onde Ay augmente
et peut devenir de l'ordre de ¢. La nature statistique des particules (bosons ou fermions)
devient alors essentielle et 1’état d’équilibre du systeme differe fortement de celui attendu
classiquement.

Nous allons nous intéresser ici au cas d’une assemblée de particules bosoniques, pour
lesquelles une transition de phase induite par le principe de symétrisation se produit
en dessous d’une certaine température. Cette transition, appelée condensation de Bose-
FEinstein, correspond a I’accumulation d’une fraction macroscopique des particules dans un
seul état individuel, en général I’état fondamental du « récipient » contenant les particules.
Cet état a forte occupation est un condensat de Bose-FEinstein et une grande partie de ce
cours lui sera consacrée. Dans ce chapitre, nous commencerons par rappeler brievement
les propriétés attendues en absence d’interactions entre particules, c’est-a-dire pour un
gaz parfait. Nous décrirons ensuite la mise en évidence expérimentale du phénomene de
condensation et nous terminerons par I’étude du systeme en présence d’interactions, ce

13
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qui nous conduira a la fonctionnelle d’énergie utilisée dans la suite de ce cours.

2.1 La condensation de Bose-Einstein d’un gaz par-
fait

2.1.1 Particules dans une boite cubique

Nous considérons ici une assemblée de N particules identiques de spin nul, placées dans
une boite cubique de coté L. Une base d’états propres de 'hamiltonien a une particule
est constituée des ondes planes

eik~r ) . h2k2
Yr(r) = o d’énergie Ej, =

Tk (2.1)

ol on a choisi ici des conditions aux limites périodiques : Lk/(2m) € Z3. 1l est bien connu
(voir par exemple [Geo]) que le gaz parfait de bosons présente une transition de phase
quand on considere la limite thermodynamique N — oo, L. — oo, en gardant la densité
spatiale n = N/L? constante. Cette transition se produit quand la densité dans l’espace
des phases nA3 atteint la valeur critique ((3/2) ~ 2.612, ot € est la fonction de Riemann :

— Pour nA\3 < ((3/2), la distribution des particules sur les différents états 1y est
réguliere, et la population ng de chaque état 1, est nulle a la limite thermodyna-
mique.

— Pour nA3. > ((3/2), une singularité apparait pour 'occupation de I’état fondamental
correspondant a k = 0. La densité spatiale ng de particules dans ’état fondamental
1o varie selon la loi ng = n (1 —(T)T.)% 2), ou la température critique T, est celle
pour laquelle n\3. = 2.612.

Dans la suite du cours, nous nous intéresserons principalement a 1’état d’énergie mi-
nimale du systeme, c’est-a-dire I'état atteint a température nulle. Dans le cas du gaz
sans interaction considéré ici, cet état correspond a ng = n et est donc remarquablement
simple : toutes les particules occupent le méme état

Yo(r) =1/L%? (2.2)

correspondant a une amplitude de probabilité uniforme sur toute I’extension de la boite.

2.1.2 Particules dans un piege harmonique

Les expériences sur les gaz atomiques ne sont en général pas menées dans des boites
cubiques, mais dans des pieges harmoniques créés a l'aide de champs magnétiques ou
de faisceaux laser. Considérons l'exemple simple d’un piege isotrope de pulsation w :
V(r) = mw?r? /2. Une base d’états propres de ’hamiltonien & une particule est constituée
par les produits de fonctions de Hermite

ou les n; sont des entiers positifs ou nuls. Rappelons que chaque fonction de Hermite
x; () est le produit d’un polynéme de Hermite de degré j par la gaussienne exp(—a%/2d?),
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avec d = (h/mw)'/?. La limite thermodynamique de ce systéme est obtenue en prenant
N — 00, w — 0, tout en gardant Nw? constant. Comme pour le cas de la boite, on trouve
qu’une transition de phase se produit a la température critique T, donnée par N(hw)? =
¢(3) (kgT.)®. Pour T < T, une fraction macroscopique des particules s’accumule dans
I’état fondamental du piege

exp(—r?/2d?)

@ZJQQyQ(T’) = (7‘(‘d2)3/4 (24)

A température nulle, toutes les particules occupent cet état.

2.2 Observation expérimentale de la condensation

2.2.1 La superfluidité de I’hélium

« C’est une belle théorie, mais contient-elle une vérité ? » C’est par ces mots qu’Ein-
stein décrira sa prédiction de la condensation dans une lettre a Ehrenfest. Cette défiance
demeura générale pendant les années qui suivirent. Il fallut attendre 1937, la découverte de
la superfluidité de I’hélium liquide, pour que la prédiction d’Einstein soit reconsidérée avec
intérét : London remarqua que la température de la transition superfluide, T, = 2.2 K,
est étonnamment proche de la température de condensation de Bose-Einstein d'un gaz
parfait de méme densité que 'hélium liquide, T, = 3.2 K, et il eut I'intuition que les deux
phénomenes devaient étre liés.

Cette remarque de London est a la base des modeles théoriques modernes de 1'hélium
liquide : I’hélium est un ensemble de particules de spin nul et il est 1égitime de lui ap-
pliquer les principes de la statistique de Bose-Einstein. Néanmoins, on sait aussi que le
rapport entre condensation de Bose-Einstein et superfluidité n’est pas immédiat. La su-
perfluidité trouve son origine dans l'interaction entre particules (cf paragraphe 6.3), alors
que le modele d’Einstein traite d'un gaz parfait. Plus quantitativement, les expériences
de diffusion de neutrons révelent que le condensat dans I’hélium liquide ne contient pas
plus de 10 % des atomes, méme a température nulle, alors qu’il devrait pouvoir accueillir
la totalité des atomes pour un gaz parfait.

2.2.2 Condensation de gaz atomiques

La recherche de systemes plus proches du modele initial d’Einstein est devenue tres
active au cours des vingt dernieres années. Le développement des techniques de piégeage
et de refroidissement d’atomes par des faisceaux lumineux ou des champs magnétiques
statiques a permis de faire sauter les verrous qui avaient auparavant bloqué cette recherche.
En 1995, le groupe de E. Cornell et C. Wieman (Boulder, USA) a réussi a observer un
condensat d’atomes de rubidium, suivi de peu par le groupe de W. Ketterle (MIT, USA)
qui travaillait avec des atomes de sodium.

Quels sont les outils nécessaires pour un tel succes? On souhaite se rapprocher de
I’hypothese de base d’Einstein, c’est-a-dire utiliser un gaz tres dilué et pas un liquide,
comme c’est le cas pour I'hélium. Le prix a payer se lit sur 'équation n\3. ~ 2.612. Quand
on diminue la densité spatiale n, la température de transition s’abaisse également. Ces
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Fi1Gc. 2.1 — Refroidissement d’un gaz de rubidium dans un piége harmonique. Image de
gauche : le gaz est encore chaud (T > T.) et bien décrit par la statistique de Boltz-
mann. Image centrale : T' ~ T.., le condensat commence a apparaitre au centre du piege.
Image de droite : T' < T, : I'assemblée atomique est en bonne approximation dans son
état fondamental. En raison des interactions entre atomes, la détermination de cet état

fondamental passe par la résolution de I'équation de Gross-Pitaevskii. Cette figure a été
obtenue en 1995 au JILA (Boulder, USA) dans I'équipe d’E. Cornell et C. Wieman.

nouveaux condensats atomiques se forment pour une densité voisine de 10* atomes/m?
(au lieu de 10*" atomes/m?® pour I'hélium liquide) et la température de condensation est
dans le domaine du microkelvin, ou en dega.

Cette contrainte en température vient imposer un point commun a toutes les expéri-
ences : le confinement du gaz atomique ne peut pas se faire par des parois matérielles, car
la totalité des atomes se collerait immédiatement aux parois pour ne plus en bouger. Le
gaz est piégé grace a un champ magnétique inhomogene ou un faisceau laser focalisé au
centre d’une enceinte ou regne un vide tres poussé. Le refroidissement des atomes piégés
se fait par évaporation : on élimine les atomes les plus énergétiques et les atomes restants
atteignent un nouvel état d’équilibre, a une température plus basse. En pratique, on
part d’environ un milliard d’atomes pour finir avec un million seulement, la température
passant de 1 milliKelvin a 1 microKelvin. L’observation des condensats gazeux se fait
en les éclairant par une breve impulsion lumineuse résonnante. L’assemblée atomique
absorbe 'onde lumineuse, et on fait 'image de 'ombre ainsi créée sur un capteur CCD.
Trois exemples sont donnés en figure 2.1, ces photos étant prises a différents stades de
I’évaporation.

Pour la suite de ce cours, la photo de droite sur la figure 2.1 est particulierement
intéressante. On y voit une assemblée de N > 1 atomes confinés dans un piege, cette
assemblée étant dans son état fondamental. Si les atomes formaient un gaz parfait, cet
état fondamental serait obtenu en plagant chaque atome dans 'état (2.4). Mais cette
hypothese de gaz parfait, si elle est correcte pour prédire le point de condensation car le
gaz y est encore tres dilué (image centrale de la figure 2.1), n’est plus valable pour évaluer
I’état fondamental ; la densité y est en effet élevée puisque les N atomes tendent a tous
s’accumuler au fond du puits de potentiel, dans une petite région de taille d. Notre travail
va donc étre la détermination (approchée) de 1'état fondamental d’une assemblée de N
particules en interaction.
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2.3 Bosons en interaction : approximation de champ
moyen

2.3.1 L’hamiltonien du probleme

Considérons une assemblée de N particules identiques piégées dans un potentiel V(7).
Nous supposerons que ces particules interagissent! entre elles par l'intermédiaire d'un
potentiel a deux corps w(r; — r2). L’hamiltonien complet du systeme s’écrit donc :

Z ZZ =15 (2.5)

i jFi
ou l'opérateur impulsion p; pour la i-eme particule est égal a —ihV,,,.

2.3.2 Collisions a basse énergie

Le potentiel interatomique w(r) est en général compliqué : il comporte une partie
attractive a longue distance, correspondant aux forces de Van der Waals, et une partie
répulsive a courte distance, qui empéche les nuages électroniques de deux atomes de
s’interpénétrer. Le probléme & deux corps pour ce potentiel w(r) conduit & une multitude
d’états liés, correspondant a la formation de molécules di-atomiques. Ceci reflete que le
véritable état fondamental d’une assemblée d’atomes de sodium ou de rubidium est un
bloc solide, pas un gaz. L’état gazeux qui nous intéresse et qu’on voit sur la figure 2.1 est
en fait un état métastable.

Pour accéder aux propriétés de cet état gazeux métastable, nous allons remplacer dans
(2.5) le vrai potentiel w par un potentiel effectif weg qui conduira aux mémes propriétés
de collisions élastiques que w, mais qui ne comportera aucun état lié. Ainsi I’état gazeux
recherché sera le vrai état fondamental de H. Mais comment s’assurer que les deux poten-
tiels w et weg correspondent aux mémes propriétés vis a vis des collisions élastiques 7 C’est
relativement simple car les collisions qui se produisent dans ces gaz atomiques tres froids
sont de basse énergie. Plus précisément, la longueur d’onde des atomes A est grande de-
vant la portée du potentiel interatomique w. Deux atomes subissant une collision élastique
I'un sur lautre ne peuvent donc pas étre sensibles? a la forme détaillée de w. En parti-
culier, on peut montrer ([BasDal], chapitre 18) que les collisions sont isotropes dans ce
régime. Si deux atomes subissent une collision avec le vecteur d’onde relatif k, la fonction
d’onde asymptotique des deux atomes s’écrit

eikr

U(ry, 1) ~e*" —q T, avec T =117y, (2.6)

ce développement étant valable quand r est grand devant la portée du potentiel w. Les
deux termes de (2.6) sont respectivement 1’'onde plane e*” correspondant & 1’état incident

1La preuve rigoureuse de l’existence d’un condensat dans un systéme de bosons en interaction n’a été
donnée que récemment dans [Lie].

2tout comme on ne peut pas voir des détails nanométriques avec un microscope travaillant dans le
domaine des longueurs d’onde micrométriques.
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avant collision, et 'onde sphérique divergente e'*” /r correspondant au résultat d'une col-
lision isotrope. La seule grandeur caractérisant la collision est donc le parametre a, appelé
longueur de diffusion. Notons que cette quantité peut étre aussi bien négative que posi-
tive. Deux potentiels w et weg correspondant a la méme longueur de diffusion conduiront
aux mémes propriétés collisionnelles, et donc au méme état de plus basse énergie pour la
phase gazeuse de nos N atomes confinés dans le puits de potentiel.

L’option la plus simple pour weg est le potentiel de contact

weg (1) = gd(r) , (2.7)
ou o0 est la distribution de Dirac. Le choix
Amh3a
g= , (2.8)
m

conduit a une longueur de diffusion a, ce qui permet de substituer weg & w dans (2.5).

Note. Le potentiel de contact (2.7) est toujours utilisable & une dimension, mais peut
conduire dans certaines situations a des ambiguités mathématiques a trois dimensions.
Un choix rigoureusement correct pour weg a trois dimensions est le pseudo-potentiel wWeg
défini par ([BasDal], chapitre 18, exercice 3).

T 0(r) = 95(r) 5 (R (7)) (2.9)

La substitution de (2.7) par (2.9) n’aura aucune conséquence dans ce cours.

2.3.3 L’approximation de Hartree

Nous nous intéressons maintenant a I’état fondamental de I'hamiltonien (2.5), apres
avoir remplacé w par le potentiel weg donné en (2.7). On sait que 1’état fondamental de H
est la fonction W(ry,...,7y) qui minimise la fonctionnelle [ \IJ*([:[ ), ou l'intégrale porte
sur les 3N coordonnées. Si nous attaquions « a froid » cette minimisation sur I’ensemble
des fonctions a 3N variables, nos chances de succes seraient nulles car le probleme serait
beaucoup trop compliqué®. Fort heureusement, nous pouvons nous laisser guider par la
physique du gaz parfait. Dans ce cas, on sait que 1’état fondamental est obtenu en mettant
tous les atomes dans le méme état (en l'occurrence 1'état fondamental du probleme a une
particule). Par analogie, nous allons effectuer notre minimisation en nous restreignant a
une classe particuliere de fonctions W qui sont telles que les N particules sont toutes dans
le méme état :

U(ry,...,rn) =0(r1)...0(ryN) . (2.10)
Cette restriction est appelée approximation de Hartree. Les fonctions correspondantes
satisfont par construction au principe de symétrisation pour des bosons.

La fonction & une particule ¢ (7) constitue notre parametre variationnel et elle est
donc inconnue a ce stade. Notre seule contrainte est qu’elle doit étre normalisée puisque
le carré de son module représente une densité de probabilité :

/|1/J('r)|2 d*r=1. (2.11)

3Le probleme & N corps n’est généralement pas soluble exactement.
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La fonctionnelle d’énergie a minimiser s’obtient en reportant ’expression (2.10) dans
i \II*(I:I U). On trouve N contributions identiques provenant du terme d’énergie cinétique
et du terme du au potentiel extérieur, et N(IN — 1) contributions identiques du terme
d’interaction entre particules :

/\If*(ﬁllf) = N (/%va(r)Fd?’rJr/V(r) |¢(r)|2d3r>
YD L) 16 wanlr ') o (22

En remplagant wes par son expression (2.7), nous arrivons finalement a [ U*(HT) =

NE() avec

ew) = [ o lvemP Ere [V pep e 52 [empr e @)

ou on a remplacé N — 1 par N, ce qui est valide puisque N > 1 pour tous les problemes
que nous considérerons.

2.3.4 Fonctionnelle d’énergie adimensionnée

Pour faciliter I’étude mathématique de la fonctionnelle d’énergie, il est commode de se
ramener a des variables sans dimensions. Supposons qu’on utilise un potentiel de confine-
ment harmonique et isotrope de pulsation w : V(r) = mw?r?/2. Le traitement quantique
du mouvement d’une particule dans cet oscillateur, rappelé en §2.1.2, nous fournit ’échelle
de longueur naturelle d = (h/mw)'/? et 'échelle d’énergie ¢ = hw. Si nous exprimons les
longueurs et les énergies en ces unités, nous arrivons a :

ew) = [1VoP@r+ 5 [Puwp e S [pmrer, e

ou la fonction 1 vérifie la condition de normalisation (2.11) et ot nous avons introduit le
nombre sans dimension

G =4n Na/d (2.15)

qui est le seul parametre mathématiquement pertinent du probleme. La fonctionnelle
d’énergie (2.15) représente la quantité que nous allons chercher & minimiser dans le cha-
pitre suivant.

Nous nous sommes intéressés ici a la justification de I’équation de NLS dans le cas
indépendant du temps, cette équation fournissant 1’état fondamental d’'un systeme de
N bosons dans le cadre de l'approximation de Hartree. Cette approximation peut se
généraliser au cas dépendant du temps et elle conduit au résultat (1.2), qui donne acces
a l'évolution temporelle approchée d’un systeme de N bosons en interaction. Nous ne
démontrerons pas ici cette forme dépendant du temps et nous renvoyons le lecteur intéressé

A [CT.
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Chapitre 3

Approche mathématique de la
minimisation de fonctionnelles

Un état qui représente un point d’équilibre d’un systeme correspond au minimum
d’une fonctionnelle d’énergie. En particulier, dans le cas d’un condensat de Bose-Einstein,
nous venons de voir que la fonction d’onde & valeur complexe ¢ (r) minimise

&) = [ SIVenl + VOREE+ Gl @ sows [ e dr=1, @

ou V est le potentiel de piégeage du condensat, en général
Lo o o
V('r)zé(x +y°+27) .

Le but de ce chapitre est de prouver, déja en dimension 1, pour une fonction réelle u(x),
xr € R, 'existence d’un minimiseur de

J(u) = /R%|u’(x)|2—|—‘/(x)|u(x)|2+%G\u(x)|4dx, sous /R|u(ac)|2 dr=1, (32)

dans les espaces appropriés. Nous souhaitons également montrer que le minimiseur est

solution de I’équation

1
—Eu” + V(z)u+ Glu|*u = \u , (3.3)

pour un certain A réel. En fait, nos preuves se généralisent tres facilement si u est a valeur
complexe.

Nous allons introduire les outils mathématiques qui permettent de
— montrer que le minimiseur d’une fonctionnelle est solution dune équation dite
équation d’Euler-Lagrange,
— donner des conditions pour lesquelles I'infimum est atteint.
C’est ce que I'on appelle 'approche variationnelle ou calcul des variations.

Les questions que nous abordons nécessitent des outils d’analyse non linéaire. Pour
aller plus loin, un lecteur curieux pourra consulter les ouvrages de H. Brezis [Bre] ou
O. Kavian [Kav]. IIs étendent les outils d’analyse linéaire introduits dans le cours d’analyse
numérique et optimisation [All].

21
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3.1 Rappels sur les espaces LP, H!

On rappelle ici quelques propriétés dont nous aurons besoin pour définir les espaces
de minimisation. On pourra se référer a [Bre| pour plus de détails.

Soit D un ouvert de RY et p un entier avec 1 < p < co. On définit

LP(D) ={u: D — R, u mesurable et / lu(r)|P dVr < oo} .
D

full = [ utr @) "

est un espace vectoriel normé complet. (On rappelle qu'un espace est dit complet si toute
suite de Cauchy, c’est-a-dire vérifiant

Cet espace muni de la norme

Ve>0, AN eN, Vn,pe N, n,p >N = |ju, —u,| <€,

est convergente.) On rappelle d’autre part que C.(D), 'ensemble des fonctions continues a
support compact (i.e. nulles en dehors d’une boule), est dense dans LP(D) pour 1 < p < oc.
On notera C}(D), I'ensemble des fonctions de classe C'' & support compact.

On rappelle que p.p. signifie presque partout, soit sur un ensemble dont le comple-
mentaire est de mesure nulle. Pour p = oo, on définit

L>®(D) = {u: D — R, u mesurable, 3C t.q. |u(r)| < C p.p. D},
et ||ulloo = inf{C, t.q. |u(r)| < C p.p. D} .

C’est, aussi un espace vectoriel normé complet.

L’espace de Sobolev W!'P(D) est défini par
W'P(D) = {u € LP(D), t.q. 3g € LP(D) avec V¢ € C}(D)

/D u(F)Ve(r) dr = - /D g(r)é(r) d¥r) (3.4)

On définit alors la différentielle (ou dérivée en dimension 1) au sens faible de u notée Vu
par Vu := g. Cette définition est cohérente avec la différentielle classique de u si u est
O, grace a une intégration par partie et le fait que ¢ est nulle au bord.

Cet espace est un espace vectoriel normé complet pour la norme

1/p
el = ( [l @+ [ gup dNr) .
D D

Pour p = 2, on pose H!(D) = W2(D). Dans ce cas, la norme provient du produit scalaire

(u,v) = /D u(®)o(r) dVr + /D Vau(r) - Vo(r) dr .

L’espace H' est alors un espace de Hilbert, en particulier il possede une base dénombrable
dense. Il peut aussi étre défini comme ’adhérence des fonctions C* pour la norme H*.
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3.2 Minimisation de fonctionnelle : passage de ’énergie
a I’équation

Le but de cette section est de montrer que si u est un minimiseur de (3.2), alors u
vérifie (3.3). Il va s’agir de savoir dériver la fonctionnelle J au voisinage d’un point de
minimum. Ceci nécessite des idées identiques a ce qui se passe pour les fonctions réelles
de variable réelle. Il s’agit juste d’adapter les notions.

On rappelle la définition de la différentiabilité que I'on va appliquer a une fonctionnelle
d’énergie J (voir [Cial, chapitre 7 ou [Kav]).

Définition 3.2.1 Soit X un ouvert d’un espace vectoriel normé et J : X — R. On dit que
J est différentiable en u si et seulement si il existe une application linéaire L, L : X — R
telle que
J h)—Ju)—L-h
i Lt h) = J()

—0.
k][0 2|

On notera J'(u) := L la dérivée ou différentielle de J en u.

3.2.1 Fonctionnelle sans contrainte

Théoreme 3.2.2 Soit X un ouvert d’un espace vectoriel normé et J : X — R. Si J est
différentiable en u et si J admet un minimum en u, c’est-a-dire Vo € X, J(u) < J(v),
alors J'(u) = 0.

L’équation J'(u) = 0 est aussi appelée équation d’Euler. Ceci est donc la généralisation a
une fonctionnelle des propriétés bien connues pour les fonctions.

Démonstration. Soit v € X fixé et ¢ une fonction de variable réelle définie au voisinage
de 0 par ¢(t) = J(u + tv). La condition de minimum en u implique que ¢'(0) = 0, soit
J'(u)-v=0. Donc J'(u) = 0 puisque v est arbitraire. m

On remarque dans cette preuve qu’il est indispensable que X soit ouvert. En effet, par
exemple, si J(u) = u et X = [0, 1], le résultat est faux.

Dans la suite, on pensera a u comme variant dans un espace de fonctions et a J(u)
comme étant une fonctionnelle d’énergie. Nous allons donner quelques exemple de calcul
de I’équation d’Euler.

Exemple 3.2.3 J(u) = ; fo ) ds et X = L*(]0,1]) muni de la norme L*.

Il est évident que J est différentiable sur X comme composée de la fonction carrée et de la
norme. Ceci donne une maniere de calculer la différentielle. On peut également la calculer
par le développement limité de J(u + tv) qui, dans ce cas, est particulierement simple :
1 t2
J(u—l—tv)—J(u)—i—t/ u(s)v ()ds—i—E v2(3)ds.
0 0
Alors J'(u) -v = fo ) ds. On peut identifier J'(u) & la fonction u, en définissant
uU-v = fo ) ds. Cela rev1ent a identifier une application linéaire sur L?, qui est donc
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dans le dual de L2, & un élément de L2, grace au théoreme de Riesz. Dans cet exemple, il
est évident que le minimum de J est atteint pour v = 0 qui est d’ailleurs 'unique solution

de J'(u) = 0.
Exemple 3.2.4 J(u) = %fol w?(t) dt et X = H'(]0,1[) muni de la norme H'.

J est bien différentiable sur X et un calcul similaire au cas précédent conduit a

J(u)-v= /0 o' () (t) dt .

Si u est solution de J'(u) = 0, alors en fait u n’est pas seulement H!, mais est plus
régulicre. En effet cette équation et la définition de la dérivée au sens faible (3.4) im-
pliquent que v’ € H'(]0,1[) et v’ = 0. De plus, une intégration par parties contre des
fonctions v € C! conduit &

0= J'(uw)-v— /O 4 () dt = — /0 W (Bu(t) dt + [ b)) = WD)}

Dans la mesure ou ceci est vrai pour tout v, cela implique que «/(0) = u/(1) = 0.

Nous avons donc trouvé que le minimiseur de la fonctionnelle doit vérifier v’ = 0 et
uw'(0) = u/(1) = 0, c’est donc une fonction constante. C’est I’équation d’Euler qui nous a
permis de dire que v’ est une fonction réguliere.

Notons que dans la mesure ol «’ est dans H', nous verrons plus loin que c’est en fait
une fonction continue et cela a un sens de la définir en tout point et non pas seulement
presque partout.

Remarque 3.2.5 La propriété que nous venons de voir sur les conditions de bord est
générale : si l'espace de minimisation ne comprend pas de conditions de bord, alors le
minimiseur vérifie ce que 'on appelle les conditions de Neumann, soit v’ = 0 sur le
bord. Si en revanche on part d’un probléme de minimisation avec conditions de bord (par
exemple u(0) = u(1) = 0) alors toutes les fonctions test doivent vérifier ces conditions et
dans lintégration par parties, il ne reste pas de terme.

Exemple 3.2.6 Cas non linéaire :
Lt e 1 212
J(u) == W' (s)]* ds+ = [ (1 —1u(s)|*)* ds , (3.5)
2 Jo 4 Jo
et X = H'(]0,1]) muni de la norme H'.

La fonctionnelle J est bien différentiable car nous verrons plus bas que H' s’injecte de
facon continue dans L* et donc dans L*. Calculons I’équation d’Euler-Lagrange et pour
cela le développement limité de J(u + tv) :

J(u+tv) = J(u) + t/o u'(s)v'(s) ds — t/o (1 —u?(s))u(s)v(s) ds + O(t?) .
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On voit, de méme que dans I'exemple précédent, que si u est un minimiseur, c¢’est-a-dire
si J'(u) = 0, alors en fait u” est définie au sens faible et

u” +u(l —u?) =0, dans ]0,1[, «'(0)=u'(1)=0.

C’est un premier exemple de ’équation de Schrodinger non linéaire en dimension 1.

Exemple 3.2.7 Dimension supérieure : Soit D ouvert de RY, X = H' (D) et J(u) =
2
s o IVu(e)” dVr + 1 [0 = |u(r)?)? dVr .

Un calcul similaire donne
J(u)-v= / Vu(r) - Vo(r) dr — / (1 —u?(r))u(r)o(r) dr .
D D
La propriété d’intégration par parties implique que

0
Au+u(1—u2):OdansDeta—u:Osuré?D.
n

Ceci est laissé en exercice.

Exemple 3.2.8 Cas complexe : on peut aussi considérer des fonctions a valeurs com-
plexzes dans (3.5).

Il faut alors remplacer la multiplication par le produit scalaire u - v = uv*, ou v* est le
complexe conjugué. Le calcul de J(u + tv) donne

1 1
J(u+tv) = J(u) + t/ u'(s) - v'(s) ds — t/ (1 — |u(s)[*)u(s) - v(s) ds 4+ O(t?) .
0 0
Ceci conduit a I’équation complexe qui est laissée en exercice :

u” +u(l—|ul?)=0.

Notons que J'(u) peut étre aussi vue comme 2%
u

3.2.2 Fonctionnelle avec contrainte : multiplicateur de Lagrange

On s’intéresse maintenant a un espace de minimisation qui n’est pas ouvert, par
1 i
exemple I'ensemble des u de ]0,1[ dans R telles que [ |u(s)|* ds = 1 et on souhaite
déterminer ’équation vérifiée par le minimiseur.

Théoréme 3.2.9 Soit X un ouvert d’un espace vectoriel normé, ¢ une fonction C' de
X dans R et J de X dans R dérivable. Si J admet en u un minimum relatif par rapport
a Uensemble U = {v: X — R, t.q. o(v) = 0} et si ¢'(u) est non nul, alors il existe X € R
tel que J'(u) = A (u).

Le nombre A est appelé multiplicateur de Lagrange et I’équation J'(u) = A¢'(u) équation
d’Euler-Lagrange. Nous ne ferons pas ici la démonstration de ce théoreme qui repose sur
le théoreme des fonctions implicites et renvoyons par exemple a [Cia] ou [Kav].
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Exemple 3.2.10 Minimisation de J(u) = 5 fo [u'(5)|* ds sous ¢(u fo lu(s)|? ds—1 =
0, dans X = H'(]0,1[). Nous avons vu que J'(u ) = —u" et qb’( ) = 2u. L’équation
d’EBuler-Lagrange est donc —u" = 2\u.

En multipliant par u I’équation et en intégrant, on voit que A = J(u). En fait pour cet
exemple, le calcul de toutes les solutions de 1’équation d’Euler-Lagrange est explicite : il
conduit a u(z) = Asin(kmx) avec k entier et A arbitraire, puisqu’on doit avoir u/(0) =
v/(1) = 0. On a alors A = k*7%/2, et le minimum est atteint pour k = 1.

Exemple 3.2.11 Cas non linéaire : Minimisation de

s - [ 1 (GlwOP + 3VEREr+ 5 [ 1 o)1) ds  sous [ u(s)P ds=1.

(3.6)
L’équation d’Fuler-Lagrange est alors

—u"(x) + V(2)u(z) + v?(2) = 2 u(z) .

En multipliant par u I’équation et en intégrant, on voit que A = J(u) + ¢ fo lu(s)|* ds.
Remarquons que si V =0, (3.6) et (3.5) conduisent & la méme équation.

On peut aussi généraliser les exemples précédents a la dimension supérieure et au cas
complexe.

3.3 Existence du minimum

Nous avons vu dans la partie précédente une condition nécessaire satisfaite par le
minimiseur de I’énergie : il est solution de I’équation d’Euler-Lagrange correspondante.
Mais l'infimum d’une fonctionnelle d’énergie n’est pas toujours atteint : soit parce que
I’espace de minimisation n’est pas assez grand et le minimiseur potentiel u n’est pas
dans 'espace de minimisation, soit parce qu’il y a des suites minimisantes mais qu’elles
ne convergent pas. Il faut donc disposer de criteres de compacité permettant de faire
converger les suites minimisantes.

Dans cette partie, on s’intéresse plus particulierement a ’existence d’un minimiseur
de la fonctionnelle

J(u) = /R (%|u’(:ﬁ)|2 V(@) + %G|u(m)|4) dz , sous /R|u(:p)|2 de=1. (37)

Cette fonctionnelle est définie dans 1’espace
B ={u € H'(R)N L*(R), t.q. / V(z)|u(z)[*dz < oo} .
R

Remarquons qu’'une autre convention peut étre de minimiser J sur tout H' en posant
J(u) = +oosiu € H(R)\ B.

Commengons par regarder le cas V' = 0. Dans ce cas, la borne inférieure de J est
0 mais I'infimum n’est pas atteint : en effet on peut construire une suite minimisante
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un(z) = (1//n)u(z/n) ot u est une fonction fixe réguliere de norme L? égale & un.
Cette suite converge uniformément vers 0, mais ne converge pas vers 0 dans L? puisque
|tn|| L2 = 1. Par contre J(u,,) tend vers 0. On voit donc que 0 est bien la borne inférieure
de I'énergie mais n’est pas dans I'espace de minimisation puisque sa norme L? n’est pas
1. Cela correspond au fait que cette énergie n’est pas confinante : les atomes partent a
I'infini.

Ces questions d’existence sont d’ordre mathématique et pourront étre admises dans
une premiere lecture. En effet, les énergies qui n’admettent pas de minimum ne corres-
pondent pas a un état physique du probleme.

On va d’abord considérer le cas ou V' = 0 mais ot la fonctionnelle est définie sur |0, 1],
puis le cas de R avec un potentiel V' confinant, qui est mathématiquement un peu plus
délicat.

3.3.1 Convergence faible et régularité dans H'

Les résultats énoncés dans cette partie seront a considérer comme des outils techniques.
En aucun cas les preuves des résultats ne sont a connaitre. On se réferera a [Bre] ou [Kav]
pour plus de détails.

On désigne par E un espace de Hilbert qui sera L? ou H! (c’est-a-dire que la norme
dérive d'un produit scalaire). On rappelle qu'une suite u, converge dans F vers u ou
converge fortement si ||u,, — u||g tend vers 0. Il y a une autre notion de convergence dite
faible :

Définition 3.3.1 On dit que u,, converge faiblement vers u dans E et on note u,—u, si
et seulement si
Yo e E, (up,v)— (u,v) .

Cette définition permet aussi de définir la convergence faible dans les LP, 1 < p < oo, ol
v est alors pris dans le dual de E. On rappelle que le dual de L? pour 1 < p < oo est L?
avec 1/p+1/p/ = 1.

La convergence faible possede les propriétés suivantes pour lesquelles on renvoie a
[Bre|, chapitre III :

Proposition 3.3.2 — Si u, converge fortement vers u, alors u, converge faiblement
Vers u.
- Siu, converge faiblement vers u, alors ||u,| g est bornée et |u||p < liminf, . ||u.| £
— St u, converge faiblement vers u dans E et v, converge fortement vers v dans F,
alors (un,v,) converge vers (u,v).
— Si u, converge faiblement vers u dans E et si |u,||p converge vers ||u||g, alors u,
converge fortement vers u.

La propriété fondamentale que nous allons utiliser est un critere de compacité faible :

Théoréme 3.3.3 Soit E un espace de Hilbert séparable (par exemple L* ou H'). De toute
suite bornée dans E, on peut extraire une sous suite qui converge faiblement.

Remarquons que si F est compact de dimension finie, la propriété de compacité est que
de toute suite bornée dans E, on peut extraire une sous suite qui converge. Le fait d’étre
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dans un Hilbert permet de conférer cette propriété pour la convergence faible. La preuve
se fait grace a l'existence d’une base hilbertienne (due a la séparabilité). Le résultat de ce
théoreme est fondamental pour montrer I'existence d’un minimiseur d’une énergie.

Nous allons prouver maintenant un résultat de régularité qui dit que les fonctions de
H*' sont en fait plus régulieres. Ceci se généralise en dimension supérieure : ce sont les
injections de Sobolev (voir [Bre]).

Proposition 3.3.4 Soit I un intervalle ouvert de R. L’injection de H*(I) dans L>(I)
est continue, c’est-a-dire

30, Yu € Hl(I)7 HUHLOO([) S CHUHHI([) . (38)

De plus, si I est borné, cette injection est compacte, c’est-a-dire que de toute suite bornée
dans HY(I), on peut extraire une sous-suite qui converge dans L*°(I).

On remarque que le théoréme précédent disait que de toute suite bornée dans H', on
peut extraire une sous suite qui converge faiblement. Cette proposition permet de dire
que, quitte a réextraire une suite, la convergence est en fait uniforme.

Le résultat de cette proposition sera utilisé a de nombreuses reprises. La preuve, elle,
est juste indiquée par souci de cohérence mais n’est pas a connaitre. On se réferera a [Bre]
chapitre VIII, Th.VIIL.7 pour plus de détails. La preuve va utiliser le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.5 (Théoréme d’Ascoli) Soit I un compact et soit (u,) une suite bornée
de C(I). Si (u,) est uniformément équicontinue, c’est-a-dire

Ve, 3, Vn, Ve,y € I, |z —y| <6 = |ua(z) —un(y)| <€,
alors u, possede une sous suite convergente.

Démonstration. (Proposition 3.3.4)Etape 1 : [ =R et u € C}(R). Alors on a

o2 sz { ars) ()
< (/R W' (t)? dt> + </R u(t)? dt) '

[l ooy < Nlull ey - (3.9)

Ceci démontre

Siu € HY(R), il existe une suite u,, de fonctions C! telle que u,, converge vers u dans H'.
En appliquant (3.9), on voit que u,, est de Cauchy dans L*°, donc converge dans L> vers
u qui vérifie (3.9).

FEtape 2 : Si I =|0, 1], on va construire un opérateur de prolongement a tout R. On
définit n, par n = 1 sur (1/4,3/4), n = 0 sur (—o00,0) et sur (1,00) et on raccorde de
fagon C'*°. Alors, on a u = nu + (1 — n)u. On prolonge nu par 0 a lextérieur de I et on
peut appliquer la premiere étape a nu et on a ||nul[ze~ < [[nul|m < Cllu| mn.
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Pour (1 — n)u, on prolonge cette fonction par symétrie (3/4,1) sur (1,5/4), et par
symétrie de (0,1/4) sur (—1/4,0), puis par 0 ailleurs. On applique la premiére étape a
cette fonction prolongée et on déduit ||(1—n)u|[z=~ < |[(1-n)u||g < Cllul| g (). L'équation
u=nu+ (1 —n)u permet de conclure.

Nous avons donc prouvé la premiere partie de la proposition. Pour la suite,

Etape 3 : Soit u, une suite bornée dans H'(I) : |ju,|[n < C. Cela implique que

|tn]|Le < C". On a
y y ) 1/2 y 1/2
/ i (1) dt‘ < (/ o (1) dt) (/ dt) |

< |z =y < Ol —y|'2 . (3.10)

[un () = un(y) =

11 résulte du théoreme d’Ascoli (Théoreme 3.3.5), puisque la suite Uy, est uniformément
bornée dans L, qu’elle admet une sous suite convergente dans C(/). m

3.3.2 Cas modele : le domaine borné

Proposition 3.3.6 Il existe un minimiseur dans H'(Ja,b[) N L*(Ja,b]) de
b 1 ) G b
Eqp(u) :/ 5]1/(3:)] + 5’“(1’)’4 dz avec / lu(z)? de =1 . (3.11)

Démonstration. Puisque E,;(u) > 0, il existe une borne inférieure e,; et une suite
minimisante, c¢’est-a-dire une suite u,(x) telle que

Vi €N, Junllie =1, €b eq < Buplun) < capt (3.12)
D’apres (3.12), u,, est bornée dans H' donc on peut appliquer le théoréme 3.3.3 et on
peut en extraire une suite ug,) qui converge faiblement vers un certain w. D’autre part,
d’apres la proposition 3.3.4, ou d’apres (3.10) et le théoréeme d’Ascoli, on peut réextraire
de ug(,) une sous suite (toujours notée ug,)) qui converge uniformément vers u, et donc
en particulier dans L? et L*. La convergence L? implique que ||ul|;: = 1. La convergence
faible et la semi continuité inférieure de la norme (Proposition 3.3.2) impliquent que

Eqp(u) < liminf Eqp(ugm)) = €ap - (3.13)

De plus, u est une fonction test admissible si bien que e, = E,5(u). La borne inférieure
est bien un minimum. m

Dans ce cas tres simple, il se trouve que le minimiseur est une fonction constante
u = 1/4/b — a, comme nous le verrons plus loin. Néanmoins, la preuve de cette proposition
est tres générale.

La propriété clé de cette preuve est le fait que 'injection de H' de L? est compacte et
donc que la norme L? converge fortement. Sinon, on aurait seulement de la semi-continuté
inférieure sur la norme L? et le minimiseur pourrait étre 0 comme dans I'exemple sur R
au début de la section.
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Notons également qu’'une fois (3.13) obtenue, il faut vérifier que la limite u est bien
dans I'espace de minimisation. Si on avait pris comme espace de minimisation un espace
trop petit, par exemple C' au lieu de H*, il se pourrait que la limite ne soit pas dans
I’espace.

Remarque 3.3.7 Le fait que la fonction soit a valeurs réelles ou complexes ne change
pas la preuve.

3.3.3 Cas de R avec un potentiel de piégeage

Proposition 3.3.8 Si V(z) = 2%, le minimum de (5.7) dans

BY(R) = {u € H'(R) N L*R), t.q. zu € L*(R)} .

est atteint.

La différence par rapport au cas précédent est que l'injection dans tout R de H' dans L?
n’est pas compacte. Mais le potentiel confinant va remplacer la compacité.

Démonstration. Soit e la borne inférieure de (3.7) et w, une suite minimisante. Elle
est donc bornée dans H' et on peut donc en extraire une sous-suite Ug(n) qui converge
faiblement vers un certain u dans H'. Nous avons besoin de prouver que la norme L? de u,,
converge fortement. En fait nous allons prouver que si une suite u,, converge faiblement
dans L? et si la norme L? de zu, est uniformément bornée alors une sous suite Ugp(n)
converge fortement dans L?, soit

Ve >0, AN e Nt.q. Vi > N, |[upm) — ul[z2 < 3e . (3.14)
Puisque ||zuy,||2 < C, € étant fixé, on choisit R tel que C/R < e. Alors

|ztunll2@\Br) _ C
HU"HLQ(R\BR) < TR < E <e.

Ceci est vrai également pour u. Maintenant, R étant fixé, I'injection de H'(Bg) dans
L?*(Bpg) étant compacte, on peut trouver N et ¢ tels que [Jupm) — ullr2p, < € pour
n > N. Nous avons prouvé (3.14) puisque

Uy — ull2 < [Jupm) — vll2r) + lugm 2@ Be) + Ul 2@ Bg) < 3€

Nous avons donc que la suite ug,) qui converge faiblement vers un certain u dans H !
converge également fortement dans L? (quitte a réextraire une suite) et donc |ullp2 = 1.
La fin de la preuve est comme dans le cas d'un borné : la convergence faible et la semi
continuité inférieure de la norme impliquent que

J(u) < liminf J(ugm)) =€ .

De plus, u est une fonction test admissible de H! si bien qu’en fait e = J(u). La borne
inférieure est bien un minimum atteint en v. m

Remarque 3.3.9 La preuve reste vraie si la fonction est a valeurs complexes et on admet
le résultat pour la suite. Il est a noter qu’alors le multiplicateur de Lagrange est a priori
a valeur complexe. On montre qu’il est réel en multipliant ’équation par u* et intégrant.



Chapitre 4

Condensats, couches limites et
solitons

Nous allons chercher & caractériser les états fondamentaux et/ou les solutions station-
naires de ’équation NLS dans plusieurs situations. Ces solutions permettent d’estimer le
role des différentes contributions linéaires ou non-linéaires de I’équation. En particulier,
on remarquera que les propriétés de ces structures sont fortement dépendantes du signe de
g et peuvent méme dépendre de la dimension de ’espace dans lequel on étudie I’'équation.

4.1 Structures spatiales des condensats de Bose-Einstein

Pour obtenir un condensat de Bose-Einstein, on impose un potentiel extérieur afin de
confiner les atomes et atteindre ainsi la densité nécessaire pour la condensation. Nous
allons étudier ici la forme de ces condensats dans ’état fondamental et pour un potentiel
de piégeage harmonique qui correspond a la situation rencontrée dans les expériences :

L’état fondamental d'un condensat de Bose-Einstein minimise la fonctionnelle d’énergie
obtenue au chapitre 2 :

h? Ng
B = [ (Galvor+ viek + 2ot ) atr, (@)
Q m 2
avec, en dimension 3,
Amh?
g= a .
m

Comme nous 'avons vu au chapitre 1, section 1.2.5, on peut écrire la fonction d’onde de
I'état fondamental (r,t) = ¢(r)e /" ot la fonction ¢(r) est & valeur réelle et satisfait
I’équation :

h2
po = =586+ V(r)o -+ gN|o (42)

31
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soumise a la condition de normalisation :

JLGREES

Le potentiel chimique p correspond alors au parametre de Lagrange assurant la normali-
sation de la solution.

On peut distinguer trois contributions dans I’expression de I’énergie (4.1) de ce systeme :

E=FE.+ Epiege + Epot .

Soit le terme d’énergie cinétique :
h2
E, = —/ |Vo|2dr
2m QO
le terme d’énergie de piégeage :
Epiege - / V|¢|2dd7"7
Q
la contribution des interactions :
By = = [ gt
vt =5 [ oNloltd%r
Q

Nous allons nous intéresser ici a la structure spatiale du condensat. Nous estimerons dans
un premier temps les ordres de grandeur des différents termes de 1’énergie a 1’aide d'une
famille de fonctions pertinentes dans la limite g — 0.

Par souci de clarté, nous illustrerons ces résultats généraux dans le cas d'un piégeage
harmonique isotrope et en dimension 3 d’espace (d =3 et w; = wy = w3 = w) :

1
Vr,t)=V(r) = §mw2r2 )

Dans ce cas, la fonction d’onde de I’état fondamental est également a symétrie sphérique
et nous chercherons la fonction ¢(r). Il est important de noter que les résultats que nous
allons obtenir dépendent de la dimension d’espace considérée : par exemple, les variations
du rayon du condensat ou du potentiel chimique de la solution en fonction du nombre
total de particules N varient suivant la dimension.

4.1.1 Solution du condensat sans interaction

Le cas du condensat sans interaction (¢ = 0) est intéressant car on retrouve alors
I’équation de Schrodinger linéaire en présence d’un potentiel harmonique. Cette équation
admet une solution analytique simple a symétrie sphérique, qui est I’état fondamental de
I’oscillateur harmonique :

— T‘2
e 202

Yo(r) = 13/4g3/2

(4.3)
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avec
h 3
o=1\/— et p=—-hw
mw 2
ou m—i} est la longueur caractéristique du piege harmonique que l'on obtient en com-

parant I’énergie cinétique d'un particule dans ce piege (hw) avec le potentiel de piégeage
(mw?z?).

Dans le cas ou g est non nul, il est tentant de considérer que la solution du condensat
est proche d’une solution gaussienne (4.3) ou la largeur de la gaussienne o peut varier.
Pour cela, nous allons estimer les différentes contributions a 1’énergie du condensat a
I’aide de cette famille de fonctions tests indexées par o. On s’attend a ce que ces fonctions
soient particulierement pertinentes dans la limite des interactions faibles (¢ — 0 & préciser
ultérieurement) et permettent également de préciser différents régimes de condensats.

4.1.2 Quelques estimations en présence d’interactions

Nous nous plagons dans le cas g # 0 et nous allons estimer les différentes contributions
a ’énergie du condensat pour les fonctions tests 17 :

32N 3 N2g
E(o) = + Smw?Ne? + ——F
() dmo? 4 4piv/2mmo3
On rappelle qu’on a :
4drha
g = :

m

En faisant apparaitre ’énergie et la longueur caractéristiques de l'oscillateur harmonique
hw et (h/(mw))'/?, on peut écrire :

E(6') = Nhw (§(L+J/z)+i> |

4 0-12 20-/3

avec
’ g

V)

et le parametre x qui caractérise l'influence du potentiel d’interaction non-linéaire :

2 Na

N Rfnw)

La limite de faibles interactions dans le condensat correspond a xy < 1.

L’expression de I’énergie permet de déterminer, dans le sous-espace des fonction 97,
les valeurs de o’ qui minimisent 1’énergie E(o). Ainsi pour g = 0, soit y = 0, on retrouve
bien que ¢’ = 1 est la valeur qui minimise la fonction. La minimisation de 1’énergie pour
x non nul donne une relation implicite entre y et la valeur du parametre o, qui minimise
I’énergie :

dE(o")

=0 — (o) =+ x.




34 CHAPITRE 4. CONDENSATS, COUCHES LIMITES ET SOLITONS

h h

7 30

6 25

> 20

4

3 15

5 10

1 5

X X

a) 05 1 15 2 25 3 b) 05 1 15 2 25 3
Fi1a. 4.1 — Illustration de la méthode graphique pour déterminer les solutions difjl) =0.

On recherche l'intersection entre le polynome y = x° et la droite y = x + x. Pour x > 0
il n’y a qu’une seule intersection, a) pour x = 0.01; b) pour x = 10.

L’étude des extrema de l’énergie peut se faire a l'aide d’une méthode graphique : on
cherche alors I'intersection entre la courbe y = 2° et la droite y = x + y pour différentes
valeurs de x. Pour déterminer si un de ces extrema correspond a un minimum ou un
maximum de 1’énergie, il faut également étudier le comportement de 1’énergie, ce qui
revient a regarder la fonction :

1

_ 9,4 X
_4(552

2 —_—
+x)+2x3.

fx(@)

On distingue dans un premier temps deux cas suivant le signe de a.

Cas a > 0 : Comme le montre la figure 4.1, il existe une solution unique, qui est un
minimum de ’énergie (cela se voit immédiatement a partir du comportement de I’énergie
en 0/ — 0 et 0/ — c0) On peut analyser le comportement de ce minimum dans les deux
limites :

a(’)wl—l—%, pour y — 0,

et :
oh ~ X% oc N5 | pour x — oo .

Dans cette derniere limite, on peut remarquer également que la contribution de 1’énergie
cinétique devient négligeable devant celle du potentiel harmonique :

E. 1 1

B *FN 4/5 °
pot X

Dans cette limite, I'analyse suggere donc que l'extension radiale du condensat R (ca-
ractérisée par la largeur de la gaussienne o) vérifie la relation :

Roc N'/5 .

Cas a<0:

Suivant les valeurs de y, on peut avoir deux solutions, une solution ou aucune solution.

En effet, lorsque y est suffisamment proche de zero, c’est a dire 0 > x > x., il y a deux

s . dE(o’
racines a l’équation % = 0 comme le montre la figure 4.2.
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h £,
3
10
23 .
15 >
'1 2.5
0.5 Yy 2 3 47
X -5
2) 05 1 15 2 )
F1G. 4.2 — a) Solution graphique de I’équation dfl[(:,'l) = 0 pour y = —0.2. b) La courbe
fx(x) pour x = —0.2 montre que la premiére racine est instable et la seconde métastable.
h fy
1.25
1 1.4
0.75 1.2
0.5 ,
o
0.25 . 02040608 1 1214
025 W 0608 1 1214 0.8
_ 0.6
) 0.5 b)

. . 5, . dE (o’ .
F1G. 4.3 — a) Solution graphique de I’équation d((;/ ) =0 pour la racine double x = xe.

b) La courbe f, (x) montre que I'énergie n’a plus de minimum local pour ¢’ # 0.

Comme l'indique la figure 4.2, la racine la plus petite correspond a un maximum
d’énergie, la plus grande a un minimum. Cette seconde racine correspond bien a un état
stable du condensat. Notons cependant que cet état ne correspond pas au minimum absolu
de la fonctionnelle de I’énergie, qui est obtenu pour ¢’ — 0. Cette situation décrit un
collapse du condensat pour lequel toute la masse est concentrée au centre du potentiel. Le
minimum local d’énergie correspondant a la deuxieme racine est appelé état métastable
puisqu’il ne minimise pas ’énergie pour toutes les valeurs de ¢’ positives. Physiquement,
lorsque cet état métastable est créé, cela se traduit par une durée de vie finie de cet état
avant le collapse du condensat.

Les deux racines (une instable, 'autre métastable) de ’équation di((;/) = 0 se rap-
prochent 'une de l'autre au fur et a mesure que y augmente en valeur absolue, et se
confondent pour la valeur critique x. qui est obtenue en calculant la racine double du
probleme :

4
Xc——W-

Pour cette valeur de Y, il existe un seul état d’équilibre qui est instable, comme I'indique
la figure 4.3 et le condensat collapse (¢/ — 0). En dega, (x < x¢), il n’y a plus de
solution a I’équation d’équilibre et le seul minimum d’énergie correspond au collapse du
condensat, voir figure 4.4. Ce scénario ou deux extrema d’une énergie, I'un correspondant
a un état stable, 'autre instable du probleme, se confondent puis disparaissent lorsque le
parametre de controle (x ici) franchit une valeur critique est bien connu en théorie des
systemes dynamiques et s’appelle une bifurcation nceud-col.
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h fy
1.5
1 10
0.5 o’
. 12 3 4 5
0.5 1 1.5 2 -
-0.5 10
a) -1 b) =20
F1G. 4.4 —a) Pour y = —1 < x. il n’y a plus aucune intersection entre le polynéme d’ordre

5 et la droite. b) La courbe f_;(x) montre que I’énergie est une fonction croissante qui
est minimale dans la limite o’ — 0.

4.1.3 Régime d’interactions fortes : approximation de Thomas-
Fermi

Le cas x > 1 est le plus rencontré expérimentalement. Il s’agit en effet de la situation
habituelle dans laquelle le nombre de particules est tres grand, N > 1. Comme l'illustre
I’analyse précédente sur le sous-espace des familles 17, le terme d’énergie cinétique peut
alors étre considéré comme tres faible devant ’énergie de piégeage. On peut donc chercher
la solution de I’équation (4.2) dans le cadre de I'approximation dite de Thomas-Fermi,
pour laquelle le terme cinétique est négligé :

po =V(r)g+ Ng¢®

qui donne la solution :

o(r) = (’““N—Vg“) , (4.4

pour p > V(r) et ¢(r) = 0 sinon.

De cette solution (4.4), on déduit immédiatement que le condensat a la forme d’une
boule pour un potentiel harmonique isotrope (un ellipsoide pour un potentiel harmonique
en général) de rayon R vérifiant :

Lo 5
= —mw'R" .
=3
La valeur du potentiel chimique p s’obtient en écrivant la condition de normalisation de

o :

4 (F 1 Ar  R® 1 16\/§7r,u5/2
_ 21d,. _ 2¢, 1.2 .2y _ 25y _
1= /¢(r) d%r = Ng/o (u 5 MwT )dr (u mw”R°) 5N g(mw?)i2

ce qui donne la relation entre p et N :

2/5 2/5
1 15Nmg |mw 1 mw 1
= —fhw — = —hw (| 15Nay/— = —hwy*?
=3 (47rh2\/h) 2 <5a\/h) g X
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ou on a défini pour plus de clarté x' = 15\/§X- Finalement, on obtient la relation entre
le rayon du condensat et le nombre de particules :

R ( 15Ng )1/5 _ ile/5 '

4rmw? mw

On obtient la dépendance suivante entre le rayon du condensat et le nombre de par-
ticules du condensat :

R o NY5 | (4.5)

et la relation pour le potentiel chimique :
uwox N 2/5,

Remarque 4.1.1 Rappelons que ces relations sont calculées a trois dimensions. Des re-
lations analogues sont obtenues en dimension une et deuz, et seront laissées en exercice;

a 1D : ) )
N\ /3 9 1/3
R = J , et pu=( =mw’N%g* ;
mw? 8
a 2D : ) )
AN \ V4 2\ M2
R:( 92) | GWZ(M) |
Tmw s

4.1.4 Au-dela de Papproximation de Thomas-Fermi : couche li-
mite au bord du condensat

L’approximation de Thomas-Fermi n’est correcte que dans les régions ou le terme
cinétique peut étre négligé devant les autres termes dans I’équation (4.2). On peut tester
la validité de cette approximation en comparant le terme h?(V¢)%/(2m) avec le terme
non-linéaire de I’énergie (4.1) dans la région ou la fonction d’onde est non-nulle :

2

R(Ve? RV s
2mNge*  Sm(p—V(r))3 X (1— 2_22)3 '

On voit que dans la limite y > 1 I'approximation n’est plus valable au bord du condensat :
en effet lorsque » ~ R, le dénominateur devient tres petit. Ceci se traduit par une correc-
tion a la solution de TF qui prend en compte le terme cinétique et qui sera importante dans
une petite région autour de r = R dans la limite y — oo. Le traitement de cette couche
limite se fait en développant 1’équation complete (4.2) dans la zone r ~ R et en raccordant
la solution trouvée dans cette région avec la solution de Thomas-Fermi valide en dehors
de cette zone. Cette méthode de développement asymptotique raccordée est tres utile
en mécanique des fluides ou elle permet par exemple de calculer les écoulements autour
d’ailes d’avion. La description générale de cette méthode peut étre trouvée dans [Hue] et
nous proposons ici une présentation simplifiée qui permet de bien comprendre la méthode
de résolution.
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Dans un premier temps, on peut estimer I’épaisseur d R de la couche limite en considérant
la zone comprise entre R — R et R dans laquelle le rapport calculé précédemment est
plus grand que 1. On le trouve en cherchant la solution de I’équation :

FL2(V¢)2 X/74/5
2mNgot — 8(%F)?

ce qui donne :

1/3
SR — R 1 /h h 1
o/ 2\ mw mw R '
L’épaisseur de la couche limite décroit donc comme la racine cubique de l'inverse du rayon
du condensat. On peut retrouver ce résultat en cherchant 1’équation de la couche limite

a I'ordre dominant. Pour cela, nous allons « zoomer » sur la zone de la couche limite, en
faisant le changement de variable :

Les hypotheses de couche limite impliquent que dans la limite y — oo, ¢ /R — 0. On note
¢(s) = ¢(r). L’équation (4.2) devient alors a 'ordre dominant :

R oo
—2m52@+mw Résp+ Ngop® =0 .

Des termes ont été négligés dans cette équation : on pourrait montrer qu’ils sont bien
négligeables devant les termes conservés dans la limite y — oo. Pour résoudre I’équation
pertinente dans la couche limite, il faut prendre J tel que les deux premiers termes soient
du méme ordre. On retrouve alors le résultat précédent :

2 1/3
so ()
2m2w? R

De plus, on obtient 'amplitude caractéristique de q~5 :

~ mw?Rd B 1

"\ Ng  \VErNae®

En faisant le changement de variable pour la fonction d’onde :

oy fs)
#ls) = V8t Nas?

on trouve I’équation du condensat proche du bord :

["=(s+f=0.
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Ceci est une équation de Painlevé!. Il faut résoudre cette équation avec des conditions
aux limites obtenues en raccordant la solution avec la solution de Thomas-Fermi valide
hors de la couche limite, ce qui donne :

lim, oo f(5) =0, et lim,,_oof(5) ~v/—s.

Remarquons que la seconde limite se comprend comme le comportement de la solution
a 'ordre dominant. On peut trouver le comportement de notre solution dans la limite
s — o0o. Dans cette limite, le terme non-linéaire est négligeable (f? < s puisque f tend
vers 0) et on doit résoudre :

f"—sf=0 avec lim f(s)=0.

Cette équation s’appelle ’équation d’Airy qui admet comme solution tendant vers 0 a
I'infini, la fonction d’Airy qui se comporte suivant :

lim f(s) A -5

oo ™~ 5g1/a°
Notons que f est définie a une constante multiplicative A pres, et que cette constante est
déterminée par le raccordement de la fonction d’Airy a 'approximation de Thomas-Fermi.

Dans la limite opposée s — —oo on retrouve ’approximation de Thomas-Fermi ou on
peut négliger le Laplacien et on trouve le bon comportement asymptotique :

lim f(s) ~ V=S

La figure 4.5 montre cette solution autour de r = R et la compare avec les comportements
asymptotiques recherchés.

4.2 Solitons

Il existe une famille particuliere de solutions de I’équation NLS : les solitons. Il s’agit
de solutions localisées spatialement et qui se déplacent sans se déformer, en général a
vitesse constante. Leur manifestation physique et expérimentale se traduit justement par
la formation d’une « onde localisée » qui se propage dans une direction sur de tres longues
distances. Un exemple bien connu de soliton peut étre observé lors du phénomene du mas-
caret qui correspond a la remontée de 'onde de marée le long d’un fleuve. Historiquement,
la premiere observation et description d’un soliton, en 1934, est due a John Scott Russel,

Indiquons qu’une solution d’une équation différentielle ordinaire dans le plan complexe a une singu-
larité en un point si elle n’est pas développable en série entiere au voisinage de ce point. Cette singularité
est un pole si le développement en série de Laurent a un nombre fini de termes a puissance négative. Une
singularité est dite éliminable si elle dépend de la solution choisie et non de singularités de I’équation.
Par exemple, les solutions de 2y’ = 1/y sont les fonctions /& — ¢. Le point ¢ est alors une singularité
éliminable. Les équations différentielles ordinaires linéaires n’ont pas de singularité éliminable : leurs
seules singularités sont aux points singuliers de I’équation. Pour les équations non linéaires, cette propriété
serait trop contraignante. Paul Painlevé a étudié les équations différentielles non linéaires dont les seules
singularités éliminables sont des pdles. Il a établi que parmi toutes celles dont les solutions ne pouvaient
pas s’exprimer en terme de fonctions spéciales déja connues, il n’en restait que 6. L’équation que nous
étudions est la 2eme équation de Painlevé.
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F1G. 4.5 — Solution de I'équation de Painlevé dans la couche limite (courbe noire). La
courbe rouge montre la solution de Thomas-Fermi valable dans le condensat et la courbe
bleue la fonction d’Airy valable loin du condensat

ingénieur hydrodynamicien, qui suivit a cheval sur plusieurs miles le long d’un canal, une
« grande onde solitaire formée lors de ’arrét brusque d’une péniche dans le canal ».

On trouve des solitons dans de nombreux contextes de propagation d’ondes : leur
existence résulte d'un équilibre entre la dispersion des ondes et les nonlinéarités. Les soli-
tons sont donc des objets mathématiques intrinsequement non-linéaires. Leur étude s’est
accélérée notamment avec I'essor des télécommunications. En effet, les équations de pro-
pagation du champ électromagnétique dans les fibres optiques obéissent a une équation de
Schrodinger nonlinéaire (focalisante en général) qui admet des solution solitons. Ces soli-
tons permettent de transmettre des données sous forme binaire (0 ou 1 suivant la présence
ou non du soliton) avec une grande fiabilité. Méme si le signal est altéré par la présence
de dissipation et/ou d’inhomogénéités dans les fibres optiques, qui se traduisent par des
termes supplémentaires dans NLS, la propagation des solitons est suffisamment robuste
pour que la présence ou non d’un soliton puisse étre déterminée avec précision. Actuel-
lement, certains systemes de transmission par fibre optique fonctionnent en régénérant
régulierement le signal grace a ce caractere binaire des solitons. En 1991, on a pu ainsi
propager un signal a base de solitons sur plus de 14000 km de fibre optique!

Un lecteur intéressé par une introduction plus complete a la physique des solitons et
des ondes solitaires pourra consulter le livre [DauPey|. D’un point de vue mathématique,
solitons et ondes solitaires sont des objets différents bien que leur distinction précise ne
soit pas toujours faite. Une onde solitaire est une solution localisée qui se propage sans
se déformer mais qui se déstabilise en présence d’autres ondes solitaires. Un soliton est
également une solution localisée de I’équation qui se propage sans se déformer. Mais,
lorsque plusieurs solitons interagissent entre eux (par exemple en considérant une super-
position de deux solitons se rapprochant I'un de 1'autre), ils ressortent non déformés de
leur interaction (on retrouve donc dans la limite asymptotique des temps longs les deux
mémes solitons qui s’éloignent 'un de 'autre). Cette propriété remarquable est a 'origine
du nom soliton, qui est donc onde solitaire dont le comportement se rapproche d’une
particule.

Nous nous intéresserons ici a deux familles de solitons présents dans ’équation NLS :
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— dans le cadre de l'optique non-linéaire ou ’équation est focalisante (g < 0). Les
solitons correspondent alors a des pics d’intensité et on les appelle solitons brillants
(bright solitons).

— dans le cadre de I’hélium superfluide et des condensats de Bose-Einstein. L’équation
NLS est défocalisante (g > 0) et les solitons correspondent & des zones de basse
densité. On les appelle solitons gris ou noirs (grey solitons ou black solitons).

4.2.1 Solitons en optique non-linéaire

En optique non-linéaire, la propagation de 1’enveloppe du champ électro-magnétique
le long d’une fibre optique s’écrit en variable adimensionnelle, a I'aide de ’équation NLS
1D

’ oY 10% -
iy t 55,2 TCWITW=0,

ou le terme non-linéaire provient de la dépendance de 'indice de réfraction du milieu avec
I'intensité de I'onde électromagnétique.

Cherchons d’abord 1’état fondamental sous la forme d’une solution localisée dans 1’es-
pace. On prend & nouveau ¢(z, t) = ¢(x)e avec ¢ fonction réelle telle que limy,| o ¢(z) =
0. On obtient ’équation :

1
S0 = (= G = 0.

En multipliant par ¢, ’équation s’integre et devient :
0° = 2u6? — Go*

Le changement de variable :

_[2u1

Gu’

conduit a I'équation pour u(x) :

,u//
— = \/2u.
Vu? —1
On reconnait la dérivée de la fonction Argcosh et on obtient la solution :
2u
G

o) = Gy

On relie alors le potentiel chimique p a l'intensité totale Z du soliton (1.7) :

T = 2de = &
/_oo¢ =G

Finalement le soliton s’écrit en fonction de 7 :

Q=

S5

ch(y/ %) ‘
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F1G. 4.6 — Densité ¢* des solitons optiques (4.6) pour des valeurs de T = 0.1,0.5,1 et 3.

Cette famille de solitons correspond donc a des pics de densités localisés. C’est pourquoi
on appelle ces solutions des solitons clairs ou brillants (bright solitons). Remarquons que
la largeur du pic de densité est inversement proportionnelle a la racine de 'amplitude du
pic comme le montre la figure 4.6. La structure du soliton résulte de I'équilibre entre la
dispersion (le terme de dérivée seconde) et la nonlinéarité.

On peut déduire de cette famille de fonctions, des solitons qui se déplacent a vitesse
constante U en utilisant I'invariance galiléenne de I’équation NLS. On trouve :

M

ei(Uer(%—U;)t) '

(1) =

ch (@(w - Ut))

Ces solitons présentent la propriété remarquable d’interagir entre eux sans se déformer un
peu a la maniere des collisions entre particules. Cette analogie a permis de développer des
modeles simples de particules a l'aide de solitons. Pour comprendre l'interaction entre deux
solitons, remarquons tout d’abord qu’on n’obtient pas aisément une solution de I’équation
comportant deux solitons seulement : en effet, ’équation NLS étant non-linéaire, la somme
de deux solutions solitons ne donne pas en général une solution avec deux solitons bien
distincts. Cependant, on concoit aisément que si les deux solitons sont tres éloignés I'un de
I’autre, la solution s’écrira de fagcon approchée comme la somme de deux solutions solitons.
Une situation dans laquelle deux solitons interagissent peut donc se décrire ainsi : dans la
limite ou le temps ¢t — —o0 on a deux solitons, I'un venant de x — —oo avec la vitesse Uy,
I’autre venant de x — +o00 avec la vitesse négative —Us,. Les deux solitons vont se croiser
et interagir. On observe que dans la limite ¢ — +00, on retrouve les deux solutions solitons
se déplagant respectivement vers 4+ et —oo. Seul la phase globale de chaque soliton a varié
lors de leur collision. Ceci distingue mathématiquement les solitons des ondes solitaires.
Cette propriété est fondamentale et cruciale technologiquement : en effet, elle permet de
transporter I'information de maniere fiable le long des fibres optiques.
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4.2.2 Solitons dans ’hélium et les condensats

Un autre type de soliton existe dans le cadre de I’hélium superfluide et des condensats
gazeux en interaction répulsive. Une référence expérimentale est [KSFT|. En supposant
le superfluide a pression constante et dans un récipient de grande dimension devant la
longueur de cicatrisation, on peut considérer une densité superfluide constante et un
courant de particules nul a l'infini. On modélisera le superfluide avec I’équation NLS
défocalisante que 'on écrira dans une version adimensionnée avec la condition homogene
a linfini lim o [10(7,t)] =1 :

oy 1 2

Au dela de la solution homogene 1) = e
A vitesse constante /Gy :

—iGt on peut chercher une solution qui se déplace

¥ = ¢(r — VGytn)e™

ou n est le vecteur unitaire de direction de propagation du soliton. Nous prendrons, dans
un premier temps, une solution invariante dans les directions transverses a la direction
de propagation (que l'on prendra suivant l'axe des ). L’équation satisfaite alors par

d(x — V/Gxt) est :

1
—é —ixVG¢' = —-¢" + Glofe .

Les conditions a l'infini donnent y = —G. Si on écrit

uy (x — VGxt) =

Y

Oyl — \/aXt) — X

et qu'on cherche des solutions avec u réelle, alors on arrive a un systeme couplé de deux
équations différentielles pour u :

-1

21 1
—u' +VGr(u* + X—) =0, et — éu” + Gvu(u® +
v v

)=0.
La premiére équation s’integre en u(s) = v tanh(v/Gvs). En injectant dans la seconde, on
voit que

4t =1. (4.7)

et donc

by (x — VGxt) = vtanh(VGr(z — VGxt)) + ix .

La partie réelle passe de la valeur —v en x — —o00 a +v en 400, comme le montre la
figure 4.7, alors que la partie imaginaire reste constante.

De plus, v et x sont des réels compris entre —1 et 1 d’apres la relation (4.7). Ainsi, la
vitesse de déplacement du soliton est toujours plus petite que v/G. Nous verrons dans le
chapitre 6 que v/G est la vitesse du son dans ce modele si bien que les solitons sont des
structures subsoniques. La densité illustre bien la structure de ces solitons :
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Fi1G. 4.7 — Partie réelle d’un soliton dans I’équation NLS défocalisante, avec G = 1 et

v=yx=1/V2.
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FIG. 4.8 — Densité et argument du soliton pour G =1 et v =y = 1//2.

V2

ch®(v/Grs)

Il s’agit d'un ”creux” de densité de profondeur v et de largeur 1/ (\/Eu) qui se déplace a
vitesse constante v/G¢. L’argument de la fonction d’onde varie rapidement au passage du
soliton et on observe un saut entre I'amont et 1’aval du soliton de —2 arctan(v/x), comme
I'indique la figure 4.8.

p(s) =lvP =1~

On peut calculer le déficit de masse (ou de particules) du soliton en calculant :

5N:/_ (1—|p*)ds = % :

La quantité de mouvement associée a cette solution s’écrit :

N b dgb*_ *@ - .
]_/m§(¢ds qzﬁds)dS— vy = 5N\/ax,
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ce qui indique que le soliton peut-étre interprété comme un objet de masse (ou de parti-
cules) —0N qui se déplace a la vitesse VGy.

Le soliton résulte a nouveau de I’équilibre entre la dispersion et la nonlinéarité dans
NLS. La relation entre v et x indique que la vitesse du soliton diminue avec 'amplitude
du creux de densité. Le changement de signe relatif entre la nonlinéarité et la dispersion
explique pourquoi les solitons sont des pics dans le cas focalisant et des creux dans le cas
défocalisant.

Ces structures sont appelés en général solitons gris ou solitons sombres (grey, dark
solitons en anglais) en référence au creux de densité.

Remarque 4.2.1 Le cas v = 1 est appelé soliton noir et correspond a une solution
particuliere qui ne bouge pas, avec un saut de phase égal a m et qui s’annule en x =0 :

¢p = tanh(VGz) .

En dimension spatiale plus élevée, on peut considérer deux extensions aux solitons de
NLS :

-des solutions de NLS obtenus en considérant les solitons invariants par translation sui-
vant les autres variables d’espace. Il s’agit donc d’une ligne soliton a 2D, d’un plan a 3D,
qui se déplace a vitesse constante. Ces solutions sont instables et la ligne (le plan) de
soliton se "casse” en petites structures.

-la solution soliton noir ¢, permet d’illustrer une solution particuliére de NLS en dimen-
ston plus élevée. Plagons nous en dimension deux par souci de simplicité et imaginons une
fonction construite a partir du soliton noir et qu’on note en coordonnées polaires (r,0) :

Gu(r,0) = gbb(r)eia.

Pour tout axe passant par l'origine r = 0, cette fonction a la forme du soliton noir
a une phase € prés. Cette fonction décrit un écoulement tourbillonaire : le champ de
vitesse est orthoradial (paralléle a eq) en tout point et la circulation de la vitesse vaut
2m. Cette fonction est en fait trés proche de la solution particuliere de NLS d’écoulement
tourbillonnaire. On peut en effet montrer qu’il existe une solution stable de NLS 2D sous
la forme ¢ = f(r)e?. Cette solution exacte de NLS est appelée vortex. En général les
vortex ne sont pas considérés comme des solitons (les variations de leur phase n’est pas
localisée) mais plutét comme des défauts topologiques a cause de leur circulation quantifiée.
On remarquera cependant un lien indéniable entre le vortex et le soliton noir qu’on peut
interpréter comme la trace 1D d’un vortex. On décrira plus en détail la formation et les
propriétés de ces solutions dans le chapitre 8.
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Chapitre 5

Etude mathématique des propriétés
de I’état fondamental du condensat

Le but de ce chapitre est de prouver des propriétés mathématiques des minimiseurs
de I’énergie

J(u) = /R%\u'(:c)\z + V(x)|u(z)|* + %|u(m)\4 dx sous /R|u(:c)|2 de =1, (5.1)

ou G est un parametre, ainsi que des solutions de 1’équation d’Euler-Lagrange associée,

—%u” + V(z)u+ Glul*u = \u , (5.2)
sans passer par une résolution explicite du probleme. Une propriété clé que nous allons
démontrer est 1'unicité du minimiseur. Les autres propriétés s’appuient sur la taille du
parametre GG, petit ou grand. On fera le lien avec certains calculs du chapitre précédent.
Plusieurs méthodes sont possibles.
— méthodes variationnelles : construction de bornes supérieures de 1’énergie par des
fonctions test v. Si w est un minimiseur, alors J(u) := min.J donc

J(u) :==minJ < J(v) Yv.

Il s’agit de bien choisir v. Puis on vérifie que cette borne supérieure donne également
une borne inférieure appropriée et que le minimum de 1’énergie converge vers la fonc-
tion test espérée. Les physiciens font souvent appel a des simulations numériques qui
permettent de déterminer un excellente borne supérieure. La difficulté mathématique
est de montrer que cette borne supérieure est optimale, c¢’est-a-dire qu’elle fournit
au premier ordre d’approximation également une borne inférieure.

— utilisation de I’équation d’Euler-Lagrange pour en déduire des propriétés de régularité
de la solution, construction de sur ou sous solution, c’est a dire de fonctions test
qui vont étre plus petites ou plus grandes que la solution, et qui permettent de
I’approcher.

Dans le chapitre 3, nous avons montré l'existence de solutions pour (5.2) en montrant

I’existence d’un minimum de la fonctionnelle d’énergie. Mais il est également intéressant
d’étudier les propriétés des solutions de (5.2), sans passer par la structure variationnelle

47
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mais en utilisant uniquement les propriétés de I’équation. Nous allons introduire dans ce
chapitre des techniques directes de preuve d’existence de solutions réelles C* sur |0, 1[ de

—u" = f(z,u) sur |0,1[, u(0)=u(1l)=0, (5.3)

oll f est une fonction C!. Le seul théoréme général d’existence est le théoréme de Cauchy
Lipschitz :

Théoréme 5.0.2 Si f(x,u) est une fonction continue et localement Lipschitzienne par
rapport a la deuzieme variable, alors, pour tout réel «, il existe une unique solution de
—u" = f(x,u) définie au voisinage de zéro, telle que u(0) =0, u'(0) = a.

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz ne permet pas de conclure car si on part de u(0) = 0,
u'(0) = a et qu'on fait varier «, on ne sait pas s’il va exister un « tel que u(1) = 0.

Il se peut en fait que le probleme (5.3) dans toute sa généralité n’ait pas de solution,
ou au contraire qu’il en ait plusieurs. On va décrire ici une méthode constructive pour
obtenir une solution, dont I'idée s’appuie sur une propriété de point fixe. On commence
par présenter le point clé des démonstrations qui repose sur le principe du maximum.
Insistons sur le fait que les fonctions doivent étre réelles pour pouvoir les comparer par le
principe du maximum. Cette propriété ne concernera pas seulement les solutions positives,
qui sont les seules solutions obtenues en minimisant une énergie.

Une référence de ce chapitre est le livre de Smoller [Smo].

5.1 Principe du maximum

L’idée de base de ce que nous allons présenter ici repose sur les propriétés des fonctions
convexes, c’est-a-dire vérifiant «” > 0 : une fonction convexe sur un intervalle de R est
soit croissante sur tout l'intervalle, soit décroissante sur tout l'intervalle, soit décroissante
puis croissante. En aucun cas, elle ne peut avoir de maximum local. En particulier, elle
est toujours plus petite a 'intérieur d’un intervalle que sur le bord. Ces propriétés sont en
fait tres générales et s’étendent a beaucoup d’autres fonctions que les fonctions convexes :
par exemple si u vérifie v’ — ¢(x)u > 0, avec ¢(x) > 0, ou bien en dimension supérieure
si Au — ¢(x)u > 0 avec ¢(z) > 0. Cela s’appelle le principe du maximum. Il en existe
beaucoup de variantes.

Proposition 5.1.1 Soit I un intervalle borné de R, c¢(x) une fonction continue positive
ou nulle, et supposons que u est une fonction C? sur I telle que v’ — c(x)u > 0, et
lim, g7 u(x) < 0. Alors Vo € I, u(x) <0.

Démonstration. Supposons que u a un maximum local strictement positif. Ce maximum
est nécessairement atteint dans I en un point xy. On a donc

u(xg) > 0, u'(zg) =0 et u"(x9) <0 . (5.4)

Supposons d’abord que ¢(x) = 0. On définit v(z) = u(z) + €?®. On a alors v > 0. De
plus, pour € assez petit, v a un maximum local strictement positif, donc (5.4) est vrai
pour v. Ceci est impossible en raison du signe de v”.



5.2. UNICITE DU MINIMISEUR 49

Dans le cas général, on définit I le plus grand intervalle sur lequel u est positve, alors
comme v < 0 sur le bord de I, on a que u = 0 sur le bord de Iy. De plus v > ¢(z)u(z) >0
sur [y. Ceci est impossible par I'étape précédente. m

Ceci est le principe du maximum faible. Une autre version du principe du maximum,
dit fort, est la suivante

Proposition 5.1.2 Soit I un intervalle de R, c(z) une fonction continue positive ou
nulle, et supposons que u est une fonction C? négative ou nulle sur I telle que v —c(x)u >
0. Alors si u s’annule dans I, u est en fait identiquement nulle.

Démonstration. Comme z( est un point de maximum, alors u'(zy) = 0. Soit g(x)
u” — ¢(x)u. La fonction u vérifie I'équation différentielle u” — c(z)u = g(x), avec u(zg) =
u'(xg) = 0. Le théoreme de Cauchy Lipschitz permet de conclure que u est nulle. m

Remarque 5.1.3 Ces deuz propositions sont également vraies en dimension quelconque
avec u” remplacée par Au.

5.2 Unicité du minimiseur

Proposition 5.2.1 Supposons qu’il existe un minimiseur a valeurs complexes de

1 G

J(u) = / §|u'(ﬂv)|2 + V() |u(z)]* + §|u(x)|4 dz sous / lu(z)|* de=1. (5.5)
R R

Alors u est de la forme uge™ ot ¢ € R est une constante indépendante de x et uqy est la

fonction réelle positive minimisant J. De plus, il existe un unique couple (ug, \g) tels que

ug est de norme 1 et est solution réelle positive de

1
—§u” + V(z)u+ Gu® = Mu . (5.6)

Remarque 5.2.2 Parmi tous les couples (u,\g) possibles solutions de (5.6), avec g
réelle, il y en a un seul tel que la solution ug est positive. En revanche, il existe d’autres
valeurs A\ pour lequelles la solution change de signe k fois. Les solitons noirs décrits dans
le chapitre 4.2 correspondent aux solutions qui changent de signe une fois.

Cette proposition ne donne pas de condition sur V(z) car elle suppose juste 'exis-
tence du minimiseur. Nous avons prouvé cette existence dans le cas V(x) = 22. En fait,
lim, o V(x) = oo suffit.

Cette proposition montre par contre que le minimiseur est a valeur réelles et est unique,
a multiplication par un nombre complexe de module 1 pres.

Remarque 5.2.3 La preuve est aussi vraie si R est remplacé par un intervalle ]a,b[ et
V =0, ce qui prouve l'unicité de la solution positive dans le cas de la Proposition 3.35.6.
Comme la fonction constante est solution, il n’y en a pas d’autre.
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Démonstration. Si u est un minimiseur de J dans H' alors |u| est aussi dans H' et
|Vul* > |V|ul]?>. On a alors J(|u]) < J(u), donc |u| est aussi un minimiseur et est solution
de I’équation d’Euler-Lagrange (5.6) puisque |u| est une fonction réelle. Ceci implique par
le principe du maximum fort (ou dans ce cas par le théoreme de Cauchy-Lipschitz) que
|u| ne s’annule pas. En effet, u ne peut étre identiquement nulle puisque sa norme L? est
1. On peut donc relever u : il existe ¢(x) tel que u = |u|e’®®). Comme J(|u|) = J(u), on
trouve que [ |u|?|V¢|? = 0 et donc ¢ est constante.

Nous allons maintenant montrer qu’il y a un seul minimiseur réel de .J, et un seul
couple (ug, Ao) solution de (5.6). Cette preuve est tres générale et se retouve dans d’autres
contextes. Soient (ug, A\g) et (u1, A1) deux solutions de (5.6) telles que \g > A; et soit
v = uy/up. On rappelle que ug ne s’annule pas donc v est bien définie. On remarque que

/Rug(v—l)2:2/R(u%—uoul):2/Rugv(v—1),

puisque ug et u; sont de norme égale. On calcule I’équation vérifiée par v et on trouve que
—(udv) + goug(v? — 1) = (A1 — Ao)udv .

On multiplie cette équation par (v — 1) et on integre. On en déduit que

/R (ug((v — 1)) +ugv(v+1)(v —1)* + %()\0 — Aul(v — 1>2) _0.

Comme tous les termes de cette égalité sont positifs, nous en déduisons qu’ils sont tous
nuls et donc v = 1, A\g = Ay, soit I'unicité annoncée. m

On peut remarquer que 1'unicité des fonctions réelles peut également étre prouvée par
des arguments de convexité de la fonctionnelle. En effet la fonctionnelle n’est pas convexe
en u & cause de la contrainte de norme L?  mais est convexe en u? (il faut le vérifier sur
le terme de gradient et ceci sera laissé en exercice).

5.3 Bornes supérieures, bornes inférieures

On s’intéresse au comportement du minimum de

J(u) = /R%W(x)f FV@)u()P + 5 fu()] de sous /R|u(a:)|2 dr=1, (57)

en fonction de la valeur de G. On va étudier le cas spécifique V(z) = 122,

Cas G =0 (équation de Schrédinger linéaire)

Dans le cas G = 0, le probleme est alors linéaire. Nous retrouvons ’oscillateur harmo-
nique étudié dans [BasDal|. Le minimiseur de J est alors 'unique solution positive dans
R de

—u" + 2%u = 2\ , (5.8)
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ou A est le multiplicateur de Lagrange. Comme [’équation est linéaire, on a aussi que
A = J(u). Les nombres réels A pour lesquels il existe des solutions non nulles de (5.8)
forment une suite qui tend vers 'infini, appelés valeurs propres de 'opérateur

N 2
H— —@'f‘l‘ .
Elles valent
Mm=02n—-1),neN n>1.

La plus petite valeur propre est A\; = 1, et la fonction propre associée, c’est-a-dire la
solution de (5.8) correspondant a A; est

¢1(z) = ¢y exp(—2?/2) .

On pourra aussi se référer a [All], sur les quotients de Rayleigh et a [BasDal] sur I'oscil-
lateur harmonique. Soit

d d
LT=——+42, et L =—+1x,
dx dx
alors H = LYL™ 4 1. De plus, on a la propriété < Hu,u >r2= ||L7ul[zz + ||ul|z2 qui
implique en particulier < Hu,u >72> |lu| 2.

Notons que toute fonction de L? solution au sens des distributions de L*tu=0 est nulle.
Toute solution au sens des distributions de L~ u = 0 égale a c¢;. La nieme fonction propre
¢n est donnée par ¢,(L1)"¢;. On le montre grace a la propriété LT(H +2) = HL'. On
prouve alors que ¢,(z) = P,(r)exp(—2z?/2) ou P, est un polynéome de degré n — 1. Ce
sont les polynomes de Hermite.

D’autre part, on a la propriété que H est symétrique, donc pour tous les u et v dans
LQ

< Hu,v >re=<u, Hv >2 .
On en déduit donc que les ¢, sont orthogonales. Elles forment une base hilbertienne
orthonormale de L2.

Cas G petit

Des que GG n’est pas nul, on va chercher a construire des bornes supérieures et inférieures.
Un candidat naturel de borne supérieure est la fonction ¢; que nous venons de voir. Elle
est intéressante quand G est petit :

Proposition 5.3.1
Soit m(G) = infyy),,=1 J(u) et soit (A1, ¢1) la Ieére valeur propre et fonction propre de
-1 % + V(x), avec ||¢1||r2 = 1. Alors, quand G tend vers 0,

m(G) = /\1 + % / |§Z51|4 + O(G3/2) .

D’autre part, si Upg, est un minimiseur de J, il existe ¢ et C tels que ||umin — cor1|[r2 <
CVG quand G tend vers 0.
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La preuve est une généralisation de la théorie des perturbations au ler ordre.

Démonstration. Nous utilisons ¢; comme borne supérieure et trouvons
G 4
A <m(G) <\ + £y |p1(2)|" da . (5.9)
R

Toute la question est donc de prouver la borne inférieure, en particulier que le terme en
G [ |¢1]* do donne le bon développement. Soit tp,, un minimiseur de J. Nous le projetons
orthogonalement par rapport au produit scalaire L? sur ¢, c’est & dire : Ui, = gy +1u 4,
avec fR ¢1u; = 0. Le calcul de la norme L? donne

1— o) =|ur|]*. (5.10)

De plus d’apres la propriété d’orthogonalité et de valeurs propres,

1
/ S V(@) P e > AQ/ |2 d
R R
On en déduit que

M+ € Lo (@) dz > m(G) = J(ads +uy)

= | QIM2 + V( Mui* de +a® f lé4 P+ V(@)|o* do+ § [ [t (2)|* do

Z /\2||UL||2 + )\1052 + % fR |umzn(x)|4 dz

=M+ e = M) |ur|P + G fi [wmin(2)|* .

(5.11)
Remarquons que dans la 2eme ligne, il n’y a pas de termes croisés en 1,u , grace a une
intégration par parties, au fait que 1, est fonction propre de H, ¢; et v, sont orthogonales.
On trouve donc
ot < gl
Ao — Ay

Ceci implique 'existence d’'un nombre complexe de module 1 ¢ tel que

—laf* =

2
||U C¢1 | |L )\2 )\1 ( )
Nous développons |tm,i,|* de la maniére suivante :
|umin’4 = ’C(bl + Umin — C¢1|4 (513)
> 1]t + 2|01 12| wmin — cP1]* — 4] P13 |wmin — 1] -
Nous en déduisons
’umin|4 2 |¢1‘4 - 4‘¢1’3‘umzn - C¢1| . (514)
Nous avons alors
> 4
m(G) M+ & fR [Umin (2)|* dz (5.15)

>N+ S fR‘qﬁl Nt Az — 2G| |tmin — co1]l2|é1 ][} -

La norme ||¢1]]s est controlée uniformément. De (5.12), on tire la borne inférieure de la
proposition. m
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Cas G grand

Dans cette partie, nous prouvons un résultat de type Thomas Fermi en lien avec ce
qui a été vu dans le chapitre 4.1.

Proposition 5.3.2
Soit m(G) := infy)| ,=1 J(u) et soit p(x) le minimum dans les fonctions positives intégrables

de

1 1
F(q) = / ~2%q(z) + =¢*(z) dz , sous /q(:v) de=1. (5.16)
R 2 2 R
Alors, quand G tend vers l'infini,
m(G) ~ G**F(p). (5.17)

Démonstration. Etant donnée une fonction v de H'de norme L? égale & 1, la fonction
u(x) = y/av(az) reste de norme L? égale a 1. On a

Oé4

J(u) = ég(v) , avec G(v) = /R7v'2(x) + %x%Q(a:) - %Ga3v4(x) dz .

Pour que les deux derniers termes soient du méme ordre, on choisit Ga?® = 1. On a donc

1 1 1
J(u) = G*3G(v) , avec G(v) = /R an@) + éxQUQ(x) + §v4(x) dz . (5.18)
On rappelle que p(z) est le minimum de F(g) donné par (5.16). L’équation d’Euler-

Lagrange implique que
L=
—x =A.
9 p

Alors p(z) = (A — 2?/2),, c’est a dire égale a cette fonction si 2 < 2\ et nulle sinon.
Le calcul de la norme implique que A = (3/2v/2)%3. On remarque tout de suite que
G(v) > F(v?) > F(p). On a donc m(G) > G?*/*F(p), soit la borne inférieure de (5.17).
On aimerait utiliser \/p pour construire une fonction test de G(v). Le probleme est que,
comme p s’annule de manicre linéaire en x = R, |/p n’est pas dans H 1 donc n’est pas
une fonction test admissible. Il faut donc régulariser cette fonction pour 'utiliser comme
fonction test.

2

On définit la fonction v(s) par
v(s)=ssis>GV3 ~(s)=GYossis <GB

On utilise comme fonction test v(p), qui est proche de \/p, quand G est grand, mais qui
est dans H'. Un changement de variable en s = p(z) permet de verifier que J(y(p)) =
G*3(F(p) + C &%), ce qui donne la borne supérieure. m

On verra en exercice comment montrer que u le minimiseur de .J est proche de ,/p en
calculant J(u+ (v—u)), ou v est la fonction test proche de p construite ci-dessus. En effet

1

J(u+ (v—u))=J(u)+ /R %((v —u) )+ 53:2(1) —u)?

+8 (0 0"+ dulo— 0P+ 00— )

Les bornes supérieures et inférieures permettent de déduire que J(v) —J(u) < cln G/G?/3.
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5.4 Méthode de sur et sous solutions

Définition 5.4.1 On dit que u est sur-solution de (5.3) si —u” > f(x,u) et u(0) > 0,
u(l) > 0.

On dit que u est sous-solution de (5.3) si —u” < f(x,u) et u(0) <0, u(1) <0.
Remarque 5.4.2 La notion de sur et sous solutions ne nécessite pas de fonctions C? :
il peut s’agir de fonctions simplement C* par morceauz et la dérivée u” est alors définie
au sens faible c’est a dire Vo € C0, 1], fol u'¢ = fol flx,u)o

Si uy et uy sont deux sur-solutions, alors min(u, ) est sur-solution.
Remarque 5.4.3 Siu, etu, sont deuz sous-solutions, alors max(u,,u,) est sous-solution.

Théoréme 5.4.4 Supposons qu’il existe u sur-solution de (5.3) et u sous-solution de
(5.3) telles que u < u. Alors il existe u solution de (5.3) telle que u < u < a.

Notons que les solutions obtenues de cette maniere sont des solutions stables, c¢’est-a-
dire sont des minima locaux de ’énergie. Le preuve, comme on va le voir repose sur une
méthode itérative dans l'esprit des théoremes de point fixe.

Il peut y avoir des cas ou les sur-solutions sont plus petites que les sous-solutions et
ce théoreme ne permet pas alors de conclure.

Exemple 5.4.5 Prenons ['équation —u” = u(l — u?), u(O) =0, ul)=0. Il y a une
solution évidente qui est u = 0. On peut vérifier que u = 1 est sur-solution, et que
u(r) = esin(mz) est sous-solution pour € petit si X\ > w2. On en déduit donc [’existence
d’une solution strictement positive, plus petite que 1.

Démonstration. Comme u et @ sont continues sur |0, 1], elles atteignent leur maximum
et leur minimum, ce qui fournit un intervalle borné (inf u, max@). On réécrit I'équation
sous la forme

—u" +ku= f(z,u) + ku , avec k > — inf of

T, U
z€]0,1[,u€ (inf u,max @) au( ) ’

si bien que f(z,u) + ku est croissante en u pour u € (inf u, max ). On va construire une
suite u; par ug = u et

—u;-’ + kuj = g(x,uj—1) = kuj_1 + f(z,uj—1) . u;(0) =0, u;(1)=0. (5.19)

On rappelle qu'une équation linéaire a coefficients constants de ce type se résout par la
méthode de variation des constantes :

T

uj(x) = A, sinh(VEz) — 7 (kuj_1(x) + f(t, uj_1(x))) sinh(VE(z — 1)) dt , (5.20)

avec \; tel que u;(1) = 0.

On va montrer que la suite u; converge vers un point fixe, qui est donc solution de
I'équation de départ. Comme u est sous-solution de (5.3), on a —u” + ku < g(x,u), donc
en particulier

—(u1 — ug)” 4+ k(ug —ug) >0, (ug —up)(0) >0, (u1 —up)(1) >0.



5.4. METHODE DE SUR ET SOUS SOLUTIONS %)

Le principe du maximum implique que (u; — ug)(x) > 0 sur tout U'intervalle ]0, 1[. Sup-
posons maintenant que u;_; — uj_o > 0. Comme g est croissante en u, cela implique que
9(uj-1) = g(u;-2), donc

—(uj — i)+ k(u; —wj1) >0, (u; —u;1)(0) >0, (uj —u;—1)(1) >0.

Le principe du maximum implique que (u; —u;—1)(x) > 0 sur tout I'intervalle ]0, 1[. Nous
avons donc prouvé que la suite u; est croissante.

La propriété de principe du maximum implique également que Vj, u; < @ puisque
g(xz,u) < —u" + ku.

La suite u;(x) est une suite croissante bornée par max @. Elle converge donc simplement
vers un certain u(x). De la formule (5.20), du fait que u; est uniformément bornée et du
théoréme de convergence dominée, on en déduit que la limite u est C? et vérifie

1 x
w(z) = Asinh(Vkz) — —= [ (ku(z) + f(t, u(z))) sinh(VE(z — t)) dt ,
Vs

donc en particulier u est solution C* de (5.3) avec X tel que u(1) =0. =

On a donc construit une solution sur ]0,1[. On remarque que, pour notre équation
modele, —u” = Au(1 —u?), u(+R) = 0 a une sous-solution en esin(mz/R) dés que R > 7.
Comme 1 est sur-solution, on en déduit 'existence d’une solution uz. On remarque que
ug prolongée par 0 est sous solution du probleme sur (—R', R') dés que R’ > R et donc
UpR Z UR.

Remarque 5.4.6 Toutes ces techniques s’étendent en dimension plus grande que 1 si on
remplace v par Au et |0,1] par un domaine borné régulier D. En effet, le principe du
maximum fonctionne de la méme maniére, et des que ['on trouve une sur et une sous
solution, le probléeme

—Au+ ku = g(x) dans D, u =0 sur dD ,

est soluble dans W?2P pour tout p fini et la solution est en fait dans C** par les théorémes
de réqularité elliptique.

Remarque 5.4.7 L’utilité de ce théoréeme peut étre d’une part numérique pour approcher
numériquement une solution de l’équation cherchée. D’autre part, ['intérét est analytique.
Dans le cas de (5.2), on sait que la solution est unique. Donc si on construit une fonction
test qui vérifie [inéquation variationnelle, par exemple <, on sait que la solution va étre
inférieure a cette fonction test.

Remarque 5.4.8 La minimisation d’une fonctionnelle d’énergie nous donne [’existence
de [’¢tat fondamental qui est une solution positive. La technique que mous venons de
voir dans cette section est particulicrement utile pour montrer ’existence de solutions
qui changent de signe, qui elles, ne minimisent pas une énergie. Par exemple, pour
' + u(l — |ul*) = 0 avec u(—R) = —1 et u(R) = 1, on a que -1 est sous-solution
stricte, 1 est sur-solution stricte, donc il existe une solution qui change de signe. Si R
tend vers l'infini, cette solution approche le soliton noir en tanhx que nous avons déja
rencontré. Cette méthode s’adapte trés bien en dimension supérieure.
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Chapitre 6

Structures dynamiques dans NLS

On caractérise de nombreuses propriétés de superfluides ou de condensats de Bose-
Einstein grace a I’état fondamental qu’on détermine en minimisant 1’énergie du systeme
pour une condition de normalisation donnée. La description de la dynamique de ces
systemes requiert 1’étude de I'équation NLS dépendant explicitement du temps pour la-
quelle on ne peut invoquer aucune minimisation. Traiter la dynamique de NLS se révele en
général tres difficile et on a souvent recours a des calculs numériques permettant d’étudier
I’évolution temporelle du systeme. Nous avons vu au chapitre 4 I'existence de solitons qui
sont des solutions dynamiques particulieres de NLS. Il existe deux autres situations dans
lesquelles les propriétés dynamiques de NLS peuvent s’analyser relativement simplement :
la propagation de petites perturbations par rapport a ’état fondamental que ’on obtient
par linéarisation de NLS autour de cet état d’une part ; la dynamique des vortex présents
dans ces systemes d’autre part. Dans ce chapitre, nous décrirons la dynamique de petites
perturbations d’une solution stationnaire de NLS.

6.1 Spectre d’excitations

6.1.1 Linéarisation de NLS

La linéarisation de NLS autour d’une solution est importante car elle permet de
connaitre les propriétés dynamiques des perturbations autour de cette solution. Cela per-
met notamment de savoir si la solution concernée est stable dynamiquement ou si des ondes
se propagent le long de cette solution. Nous considérerons pour l'instant la linéarisation
autour d’une solution stationnaire de NLS adimensionnée 1y(r,t) = ¢o(r)e~**, satisfai-
sant

poo = —%A% + G| go|*¢o + V() ,

avec la condition de normalisation suivante :

/|¢0|2dd’l" =1.

On cherche maintenant a décrire la dynamique d’une solution de NLS tres proche de t)y.
On suppose donc qu’on peut écrire cette solution sous la forme :

57
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Y(r,t) = o(r) + 0(r,t) = (do(r) + dg(r, 1)) e,

avec I'hypothese que d1)(r, t) est une petite perturbation de la solution stationnaire :

|09] < [3hol soit |0¢] < |¢ol -

La perturbation d¢ de la fonction d’onde est solution de 1’équation de NLS linéarisée
autour de ¢y :

206 _
ot

que l'on obtient en ne conservant que les termes du premier ordre en d¢. A cette équation
s’ajoute la condition de normalisation :

(—%A V() - u) 56 + 2G| o[266 + Gog" (6.1)

/ (006" + ¢356) dr = 0 .

I1 est intéressant de remarquer que ces équations de NLS et de normalisation linéarisées
ne sont en fait pas linéaires dans I'espace complexe (si d¢ est solution, ad¢p n’est pas en
général solution avec o complexe) a cause du couplage entre d¢ et d¢*. Ceci n’est pas en
soi un probleme et indique qu’il faut résoudre deux équations réelles couplées, une pour
la partie réelle et ’autre pour la partie imaginaire de I’équation. Une maniere équivalente
et souvent utilisée consiste a considérer d¢ et son complexe conjugué d¢* comme deux
variables indépendantes. Une maniere de prendre en compte cette propriété consiste a
poursuivre le calcul en conservant les deux équations couplées pour les variables d¢ et

0p* :

Z% = (-%A +V(z) — ,u) 5¢ + 2G| ¢o|* 60 + Gpdo™
=" (‘%A tVie) - ﬂ) 60" = 2G|ol*d6" — Ggos . (6.2)

L’évolution temporelle de d¢ et d¢* s’obtiendrait facilement si on savait diagonaliser
I'opérateur linéaire (membres de droite du systeme (6.2)), qui est indépendant du temps.
Cette diagonalisation n’est en général pas aisée. Nous allons traiter ici une situation
particuliere qui permet de la calculer.

6.1.2 Cas d’un systeme homogene et isotrope

Considérons le cas d’un superfluide ou d’un condensat dans une boite cubique de coté
L avec une densité moyenne de particules pg, soit 1 = poL?® et en I'absence de potentiel
extérieur (V(x) = 0). On suppose qu’on peut prendre des conditions aux bords périodiques
sur le domaine. La solution 1)y qui minimise 1’énergie vérifie donc :

(bU:\/%?
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avec

p=Gpo .
Le systeme linéaire (6.2) s’écrit alors :
69\ _ (—3A+Gpo Gpo 5 (6.3)
100* —Gpo %A —Gpy) \6¢* )’ '
ou on note &b = %. L’invariance par translation de 'opérateur permet de chercher les

solutions de ce systeme sous la forme de modes de Fourier :

§¢ = e®TUL(L) ,
5¢* _ ezkz'rvk(t> 7

ou k est le vecteur d’onde de longueur d’onde A = 27/k. On obtient alors :

()5 (2).

L. = %kQ + Gp() GpO
g —Gpy k> —Gpo)

2

avec la matrice Ly, :

Cette matrice est diagonalisable et les valeurs propres wy, vérifient 1’équation de Bogoliu-
bov :

1
wi = Gpok? + ZkA :
Pour chaque vecteur k, on obtient donc deux valeurs propres (réelles ou imaginaires pures)

notées :
1
wi = +1/Gpok? + Zk’“. (6.5)

¢ + * + 7t
et une base formée par les deux vecteur propres (uj,v; ). Le vecteur propre (u; ,v,")

associé & la valeur propre |/ Gpok? + Tk* vérifie :

kQ 1/4
+ )
e T (k2 —|—4Gp0) |

1/4
+ 4 k2 -+ 4Gp0 /

ou on a la condition de normalisation :

ug]? = |uk> =1

Le vecteur propre associé a —,/Gpok? + }lk:‘l s’en déduit par :
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(g v) = ()" (w)") -
L’évolution temporelle des composantes de Fourier (Uy(t), Vi(t)) s’obtient naturellement
de la diagonalisation de la matrice L. On écrit la décomposition du vecteur (Uy(t), Vi (t))

dans la base (ui,v{)
U _ & uy - Uy
(vk<t> A ARRAC R
qui donne I’équation d’évolution temporelle pour les coefficients a*(t) :

da* . N
— = Fiwra— ,
i Ty

dont on déduit I’évolution temporelle du mode de Fourier & :

(1) e () o ()

Ainsi, a chaque mode propre (uki, v,f) est associé le facteur d’évolution temporelle e¥**?,

Ceci permet d’établir la condition de stabilité du condensat : en effet, la solution g est
dynamiquement stable si §¢ reste toujours petit devant 1y. On en déduit donc le critere :

Im(wg) =0

Remarque 6.1.1 Pour trouver la solution générale des perturbations autour de la solu-
tion g, il suffit d’imposer maintenant que 6¢ et 6¢* sont des complexes conjugués :

o) = Sk @i (0)uj et Fr=er) g (0)uy, el +ert)
= Yraf (0) (v e ket 4 (0)* (v, )re R TRt

Ce qui donne la relation :

ay, = (ai—k)* .

6.2 Propriétés de I’équation de Bogoliubov

Il est pratique a nouveau de séparer notre discussion suivant le signe du coefficient du
potentiel d’interaction G.

6.2.1 Interactions répulsives : G > 0

Dans ce cas, I’équation de Bogoliubov (6.5) admet deux racines réelles :

1
wr = 1/ Gpok? + Z_LkA : (6.6)
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Les perturbations s’expriment alors comme une somme d’ondes dispersives de la forme :

ez(k~1‘:|:wkt) .

On peut calculer la vitesse de phase vy et la vitesse de groupe v, de ces ondes :

Wi dwk

U¢—?, et Ug:%

Les deux limites £ — 0 et kK — oo se révelent particulierement instructives. Dans la limite
des grandes longueurs d’ondes (k — 0), on trouve :

wi ~ \/Gpk .

On se trouve dans la limite hydrodynamique ot la longueur d’onde est grande devant la
longueur de cicatrisation, qui vaut & = 1/4/Gpg en variable adimensionnée. Il s’agit de
la limite d’ondes ”sonores” dans laquelle les vitesses de phase et de groupe ne dépendent
plus du nombre d’onde et sont égales. La vitesse du son c¢s vaut :

cs =Gpo -

Cette partie du spectre est appelée le spectre de phonons.
Dans I'autre limite £ — oo on trouve :

/f2

W ~ — .
2

Dans cette limite, on retrouve le spectre associé¢ a une particule libre (hw = h?k?/2m en
unités réelles) décrite par I’équation de Scrodinger linéaire en ’absence d’interactions. Le
spectre correspond a des ondes dispersives, avec :

k
v¢:§ et vy, =k =2vy .

La séparation entre ces deux régimes se situe a des nombres d’ondes tels que :
Gp0k2 ~ ]{34 s

ce qui correspond a :

k'€0N17

ol on retrouve la longueur de cicatrisation &, qui sépare les deux régimes.

6.2.2 Interactions attractives : G <0

Le cas d’un potentiel d’interaction attractif G < 0 est radicalement différent puisque
la valeur propre wy est imaginaire pure pour certaines valeurs de k, ce qui signifie que
le condensat est instable puisque les perturbations a ces nombres d’ondes croissent expo-
nentiellement avec le temps. Plus précisément, on trouve d’apres (6.5) :
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/ k2
wy = Fiky\/ —Gpg — T pour k < 2+/—Gpg ,
2
wp =tk Z+Gp0 , pour k> 2v/—Gpg .

Ainsi un condensat de densité py est instable vis a vis de perturbations de longueurs
d’ondes supérieures a A :

A= —

V=Gpo
6.3 Lien avec la superfluidité

6.3.1 Spectre d’excitation

Pour G > 0 nous allons voir que les perturbations linéaires que nous venons d’établir
ont une structure similaire a celle d’'une particule. Pour cela, nous allons établir la relation
entre la quantité de mouvement et I'énergie pour les modes propres de 'équation de

dispersion. Nous calculons cette relation en prenant un mode particulier de nombre d’onde
k :

_ + i(k-r—wt) x — _—i(kr—wt) _ + i(k-r—wt) * + —i(k-r—wt)
0 = aruy e +azu_ e = apuy e +agvge .

La densité de quantité de mouvement p, associé a cette onde vaut en moyenne :

S VU = 9oV = lan PR (i — g ?) = e

La densité moyenne d’énergie de ce mode donne :

(kQ((UZ)Q + (vi)?) + 2Gpo(uf + ’U,:r)Q) = wilag)? .

N | —

(VO] + G(¥l* = po)*) =

N —

On peut donc associer a ces ondes les densités de quantité de mouvement et d’énergie en
unités réelles :

P = hk et Ej = hwy .

On appelle également cette relation de dispersion entre wy et k le spectre d’excitations,
en faisant I'analogie onde-particule traditionnelle en mécanique quantique entre ces ondes
et une excitation du superfluide. En particulier, dans la limite hydrodynamique k&, < 1
les excitations sont appelées phonons.

6.3.2 Vitesse critique de Landau

La linéarité du spectre d’excitation pour les faibles k& lorsque les interactions sont
répulsives permet d’expliquer la propriété de superfluidité que satisfont les condensats
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de Bose-Einstein et I’hélium. Pour cela nous considérons une particule solide de masse
M en mouvement a la vitesse V' dans un fluide décrit par NLS. L’interaction de cette
particule avec le condensat se traduit par I’échange d’une énergie €, et d'une quantité de
mouvement p. Les équations de conservation de I'énergie et de la quatité de mouvement
conduisent aux relations suivantes pour la vitesse finale V' de la particule :

1 1
5MVQ:§MV’2+EP,

MV =MV +p.

On obtient V' =V — p/M ce qui donne pour 1'équation sur I'énergie cinétique :

1 1 p
—MViP=_-M(V — =)?
2 MV =) 6
d’otl la relation entre €, et p :
2 2
p p
ep:V~p——2M :VpCOSQ——QM,

ou 0 est ’angle entre la vitesse V' et p. Pour que I'interaction entre cette particule de masse
M et le condensat soit possible, il faut pouvoir créer une excitation dans le condensat.
I1 faut donc que I'énergie €, soit égale a celle d’'une excitation du condensat associée a la
quantité de mouvement p : €, = csp. Cela se traduit par la condition nécessaire :

Max(Vp cos) = Vp > w, > csp
soit
V >c,

Une particule de vitesse plus petite que la vitesse du son des phonons ne peut pas échanger
de quantité de mouvement ni d’énergie avec le condensat environnant. Elle ne peut donc
pas étre freinée par le condensat et pour cette particule, la viscosité du fluide est nulle :
c’est la propriété de superfluidité. Cette démonstration est similaire a I’explication donnée
par Lev Landau an 1941 de la superfluidité.

Remarque 6.3.1 Cet argument est valable pour NLS qui décrit le condensat a température
nulle. La vitesse critique dépend fortement de la température, notamment parce que la den-
sité du condensat en dépend.

On note une analogie forte entre la superfluirdité et les écoulements supersoniques. Toute-
fois, lorsque la vitesse critique est dépassée, on observe la formation de vortex dans NLS
alors qu’une onde de choc se forme dans les fluides classiques. Remarquons également que
la présence des interactions G > 0 est cruciale pour la superfluidité. En effet, st G =0 le
spectre phonon disparait, la vitesse du son est nulle. Un condensat de Bose-Einstein sans
interaction n’est donc pas superfluide.

6.3.3 Comparaison avec le spectre d’excitation de I’hélium su-
perfluide

Si la relation de dispersion de NLS représente bien le spectre d’excitations des conden-
sats de Bose-Einstein, elle ne décrit pas correctement le spectre de 'hélium superfluide, qui
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a) b)

F1G. 6.1 — a)Spectre de NLS (6.6) avec Gpy = 5. La figure b) indique I'allure du spectre
obtenu pour I’hélium superfluide.

présente un minimum autour d’un nombre d’onde kg fini (qui correspond a une longueur
d’onde de 2,4 Angstrom en unité réelle), comme l'illustre la figure (6.3.3).

Ce minimum, appelé minimum « roton » par Lev Landau lors de son explication de
la superfluidité, a joué un role important dans ’histoire de la superfluidité de I’hélium.
En effet, on a attribué initialement ce minimum roton a des perturbations de circulation
quantifiée non nulle (reliée aux vortex), les rotons, qui s’interpréteraient alors comme des
modes résonants avec les vortex. Nous montrerons dans le chapitre suivant comment ce
minimum roton peut étre obtenu simplement en prenant en compte formellement dans
une hypothese de champ moyen un potentiel d’interaction plus réaliste entre les particules
d’hélium. Ce minimum s’interprete alors comme la trace dans les perturbations de la
structure cristalline de I'hélium solide.



Chapitre 7

Modele de supersolides

7.1 Qu’est-ce qu’un supersolide ?

Depuis la découverte de la supraconductivité du courant électrique en 1911, puis de
la superfluidité de ’hélium en 1937, la question de I'existence de propriétés superfluides
dans les solides s’est posée au physicien : il s’agit de la supersolidité. La réalisation des
condensats de Bose-Einstein a partir de 1995 a permis d’obtenir une nouvelle famille de
superfluides, dans les gaz atomiques et I'intérét pour la recherche de la supersolidité s’en
est trouvée alors accrue. En 2004, Eunsong Kim et Moses Chan de l'université d’état
de Pennsylvanie, ont observé dans I’hélium solide des propriétés superfluides indiquant
la, présence possible d’'un état supersolide (un des rares exemples de résultat prédit par
la théorie avant son observation expérimentale!). Si les mesures de superfluidité ont été
confirmées depuis dans plusieurs systemes expérimetaux, leur interprétation reste encore
tres controversée. En particulier, malgré ces résultats tres encourageants, on ne peut
encore affirmer que la superfluidité observée dans I’hélium solide correspond a un état
supersolide.

Le supersolide est un bel exemple d’oxymore (un solide « super »-fluide), son existence
et sa manifestation ont fait 'objet d’intenses débats dans la communauté scientifique bien
avant les expériences de 2004. En effet, si la superfluidité dans I’hélium se traduit notam-
ment par la présence d’écoulements sans effets dissipatifs (au travers de tubes capillaires
par exemple), il n’est pas aisé de bien comprendre comment ’existence d’un ordre quan-
tique a longue portée interagit avec l'ordre cristallin du solide qui forme une structure a
I’échelle atomique. Par analogie avec la superfluidité, on pourrait donc s’attendre a obser-
ver un courant de matiere sans dissipation d’énergie au travers du supersolide soumis a
une différence de pression. Cette expérience se révele difficile a réaliser, notamment dans le
controle des contraintes imposées au solide. C’est donc une autre expérience qui a permis
a Kim et Chan d’observer une manifestation de superfluidité dans I’hélium solide. Elle
consiste a étudier la fréquence propre d’oscillation d’un pendule de torsion (représenté sur
la figure 7.1) rempli d’hélium solide en dessous de quelques dixiemes de degré Kelvin.

L’expérience doit étre réalisée pour de tres faibles amplitudes d’oscillation (de 'ordre
du micro-metre). Une diminution de la période des oscillations est observée en dessous
de 0.1K, qui s’interprete comme un découplage d’une fraction de I’hélium solide du mou-
vement de rotation du pendule. Tout se passe comme si, en dessous de 0,1 Kelvin, une
fraction du solide ne tournait pas lors de la mise en rotation de ’ensemble! Cet effet
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Fi1G. 7.1 — Pendule de torsion utilisé par E. Kim et M. Chan. La mesure de la fréquence
propre de cet oscillateur a permis d’observer la supersolidité dans I’hélium solide a tres
basse température (crédit photo M. Chan).

spectaculaire est appelé moment d’inertie non-classique et est une des conséquences bien
connues des propriétés superfluides. Ceci sera étudié plus en détail dans le chapitre 8.
La fraction « supersolide », définie comme la fraction de solide dont le mouvement est
découplé de I'ensemble, est mesurée de 'ordre de quelques pour cent avec une grande
variabilité suivant la qualité du cristal solide et le mode préparatoire de I'hélium solide.
Pour comparaison, dans le cas de I'hélium superfluide, tout le liquide se découple du mou-
vement de rotation dans la limite de tres basse température et la fraction superfluide est
donc tres proche de 1.

La présentation détaillée de la théorie de la supersolidité dépasse le cadre de ce cours
et elle reste encore un sujet de recherches actives et controversées. Dans ce chapitre,
nous allons discuter et présenter comment un modele de supersolide peut étre obtenu par
I’équation de Gross-Pitaevskii.

7.2 Potentiel non-local

Nous avons jusqu’a présent étudié I’équation G-P dans le cas ou le potentiel d’inter-
action pouvait étre considéré dans la limite diluée. Comme nous I’avons vu, la relation de
dispersion obtenue ne permet pas alors de retrouver le spectre des excitations de I’hélium
superfluide, en particulier la présence d’'un minimum roton. Dans le cas de 'hélium su-
perfluide, on peut déduire une description plus réaliste des interactions entre les atomes
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d’hélium en prenant un potentiel U(r’ — ) non local, c’est-a-dire qui ne puisse pas se
réduire a approximation gd(r’ — r). Considérons 1’équation générale de G-P :

i % _ —h—2V2@b + d}/ Ur' —r)|p(r, t)2dd’ (7.1)
ot 2m D ’ ’ '
ou le potentiel d’interaction a deux corps U(-) modélise les interactions entre deux atomes
d’hélium. Cette équation de I'hélium superfluide se fait dans l'approximation dite de
champ moyen (cf. chapitre 2, eq. (2.12)). On modélise souvent l'interaction entre deux

atomes par le potentiel de Lennard-Jones Uy,; qui est isotrope et s’écrit :

= () (2)]

Le terme a la puissance 6, attractif, correspond a l'interaction de Van der Waals, alors
que le terme a la puissance 12, répulsif est empirique et modélise la répulsion des atomes
a courte portée. Nous considérerons dans la suite un potentiel d’interaction simplifié, dit
de sphere molle, pour modéliser I'interaction a deux corps :

U(r) = Usf(a — |r|) . (7.2)

On note ici () la fonction de Heavyside. Ce potentiel est donc a support compact et
constant par morceaux :

~U(r)=Upsi|r| <a

~U(r)=0si|r| > a.
La longueur a est appelé la portée du potentiel et U est son intensité. Cette équation de
G-P est également liée a une fonctionnelle d’énergie (voir également eq. (2.12)) :

h? 1
ew) = [ g vemP i+ 3 [ ue)? [ ve - mpepara. @
D <M 2 Jp D
Comme pour I'équation G-P avec le potentiel en Dirac, ’équation (7.1) admet une famille
de solutions homogenes dans I’espace, de densité p; :

. Egt

wO(rat) = \/%eilT 9

avec

%ZWMm:m/meW,

A

et U(0) = 2aly a 1D, ma®Uy et 5ma*Uy a 2 et 3 dimensions respectivement.

7.2.1 Quelques éléments mathématiques

On définit .
~ AU(0)
G= U()(ld '
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F1G. 7.2 — Les ensembles A; en 2D.

ou d est la dimension, soit G = 2A en dimension 1, G = 7A en dimension 2 et G = 4A/3
en dimension 3. On rescale les distances par a et on voit que (7.3) se ramene a I’énergie
sans dimension définie sur D, le domaine occupé par le supersolide :

G

[5vemp dra S [ v - pue) e a et @)
D DxD

avec U(|r]) = (1 — |r]), ot 8(.) est la fonction de Heaviside et [|i|> = V out V est le
volume de D.

Pour G petit, on peut montrer mathématiquement que le minimum de 'énergie (7.4)
est donné par |¢p| = 1. En revanche, pour G grand, la solution n’est pas simple mais
on peut néanmoins récupérer des propriétés de 'état cristallin. Etant donnée la forme
du potentiel U, I'état fondamental du systeme est relié au probleme d’empilement des
spheres ou sphere packing que nous définissons par le plus grand nombre de points a
distance mutuelle plus grande que 1, qui sont contenus dans un domaine D :

n(D) ;= max{k : Iry,...,r, € D tels que |r; —r;| > 1 Vi#j}.

A partir de n(D) et des points 7;, on peut faire grossir les points pour définir des ensembles
A; a distance 1 les uns des autres. Cela détermine le support d’une fonction ¢ qui est un
état fondamental du 2eme terme de (7.4). Si D est grand, alors le nombre n(D) devient
grand et la localisation optimale des points s’approche d’un empilement périodique : un
réseau triangulaire en 2d et un réseau régulier en 3d, cubique faces centrées ou hexagonal
compact. La figure 7.2 illustre la géométrie des A; en dimension 2.

Parmi tous les ensemble A; possibles définis autour des 7;, on choisit une classe par-
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ticuliere, celle qui minimise

n(D)
inf > M) g (7.5)
=1

A;, diSt(Ai7Aj)>1

ou A est I'état fondamental de —A dans A; avec condition de bord nulle, autrement dit,

M (A) = inf / Vul?
fAz‘ [ul2=1, u=0 SUI 94; J 4,

Ceci nous donne une famille d’ensembles A; qui se positionnent de maniere quasi périodique
et qui permet de caractériser 1’état fondamental de (7.4) quand G est grand : une telle
fonction est exponentiellement petite en dehors des A; et presque égale a I’état fondamen-
tal de —A dans A;. Cela vient du fait que quand G est grand, les deux termes dans (7.4)
sont d’ordre différents et 1’état fondamental est proche d’une fonction qui minimisent les
2 termes séparément, la minimisation du 2eme terme étant exactement le sphere packing.

On laissera en exercice le calcul des solutions en dimension 1, qui est explicite pour
tout G.

7.2.2 Spectre d’excitations

La détermination de la relation de dispersion (le spectre des excitations) des pertur-
bations de la solution homogene permet d’expliciter comment G-P peut décrire un solide
quantique et d’avoir une autre approche de I’émergence d'une structure quasi périodique.

En reprenant la méthode développée au chapitre précédent, on obtient la relation de
dispersion autour de la solution ¥y pour des ondes de nombre d’onde k et de pulsation
Wk -
hi k4 00 h2

hw? = st 7/{2(7@:) : (7.6)

A~

ou U(k) est la transformée de Fourier du potentiel d’interaction :

A

Uk)=U(k) = / U(r')e™ ™ dr' .

On trouve alors pour le potentiel de sphere molle les différentes formes de la transformée
de Fourier suivant la dimension d’espace :

oy 2Uosin(ka)

(k) = 220y
0 (k) = 2maty 25D (4 — 9y
O(k) = %(sin(lm) ~ kacos(ka)) (d—=3)

avec Jl(-) la fonction de Bessel de premiere espece. On peut écrire en toute dimension
U(k) = U(0)f(ka). Le signe de U(k) n’est pas constant, il existe des valeurs de ka pour
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lesquels U (k) est négatif, ce qui va se révéler crucial pour I’étude de stabilité. Introduisons

le nombre sans dimension )
mpPoa”™ -

0(0)

La relation de dispersion s’écrit alors sous forme adimensionnée :

(ma;“”“>2 - (kz)4 + A(ka)2f(ka) .

A:

7.2.3 Minimum roton

Les fonctions f(-) admettant un minimum négatif, la relation de dispersion peut étre
maintenant non monotone pour des valeurs assez grandes de A, comme le montre la figure
7.3 tracée dans le cas tridimensionnel.

35

F1G. 7.3 — Relation de dispersion ma®wy,/k en fonction de ka dans le cas d’'un potentiel
de spheres molles a 3 dimensions, pour une valeur du potentiel d’interaction A = 10.

On observe que cette relation de dispersion a un minimum autour de ka = 5. La
présence de ce minimum et la forme de cette relation de dispersion est en bon accord avec
le spectre d’excitations mesuré dans I’hélium superfluide.

7.2.4 Un modele de solide quantique

La présence de ce minimum roton et sa dépendance suivant le parametre A expliquent
comment G-P peut décrire une structure cristalline. En effet, on observe que la fréquence
du minimum roton diminue lorsque A augmente et que le spectre d’excitation peut alors
toucher ’axe des abscisses pour un nombre d’onde particulier k., pour une valeur critique
du parametre A, (voir figure 7.4). Au dela, une partie du spectre autour de ce nombre
d’onde critique a des valeurs propres imaginaires et la solution homogene superfluide est
donc instable. On peut supposer qu'un supersolide peut se former en ce point. Ceci donne
une interprétation toute autre du minimum roton que celle initialement proposé d'un mode
de rotation. En effet, il apparait comme réminiscent de la structure cristalline de I’hélium
solide et correspond ainsi aux modes résonants avec la structure de I’'hélium solide. Une
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interprétation imagée du minimum roton suggere de le voir comme un « fantome » de
I’hélium solide.

Les valeurs A, et k.. sont obtenues par la recherche de la racine double de ’équation
w? = 0. Sion note y = mawy/h et © = k-a, la relation de dispersion s’écrit formellement :
2 ! 2
P = g(eN) = =+ A ()
et a la transition, on doit vérifier :
g(xcr7Acr) =0 et gl<xcraAcr> =0 )
ce qui donne comme relation implicite pour z. et Ae :

2

xXr
xcrf/(xcr) =2f(Ta) et A= _Wz) .
cr
(ma¥h)w,
17.5 "[
15 //
12.5 ."’;7’
10 //
7.5 _ /
5 ~ /%\\\ T ) /",/4
2.5 . = \ «\\\ /

F1c. 7.4 — Evolution de la relation de dispersion a une dimension, lorsque le parametre
A augmente.

F1Gc. 7.5 — Densité [1)|> obtenue & 2D & partir d’une solution homogene instable par
minimisation de I’hamiltonien. La solution converge vers une solution stationnaire qui
forme un réseau hexagonal.
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a b

Fi1G. 7.6 — Densité 3D obtenue par simulation numérique. On montre deux orientations
différentes qui illustrent bien la structure cristalline du solide. Le cristal présenté ici est a
symétrie hexagonale compacte.

L’instabilité linéaire conduit a la croissance de structures périodiques de longueur
caractéristique 27/k, comme le montre une simulation numérique ayant comme condi-
tion initiale la solution homogene. Si un petit bruit est ajouté au calcul, la simulation
numérique converge vers une structure de pics périodiques comme l'illustrent les figures
7.5 et 7.6. En fait, I'instabilité linéaire de la dynamique indique que la solution homogene
n’est plus I’état fondamental du systeme et n’est méme plus un minimum local de I’énergie.

Le minimum est atteint pour une structure périodique, le cristal de pics de la fonction
d’onde.

Cette fonction d’onde décrit donc un solide quantique formé d’un réseau cristallin de
pics de densité. Remarquons que dans ce modele de solide quantique, rien n’oblige ni
n’assure que le nombre d’atomes par pic de densité de la solution soit un nombre entier !
Remarquons également que cette transition de phase liquide-solide de 1’état fondamental
se fait lorsque A augmente, ce qui correspond, pour toutes les autres variables constantes
a une augmentation de la densité moyenne pg. Or, augmenter py est équivalent a augmen-
ter la pression et la phase solide est donc formée aux hautes pressions comme attendu
physiquement.

Une solution cristalline peut méme exister pour des valeurs de A < A, pour lesquelles
la solution homogene est toujours stable. C’est le cas pour le modele a 2D et 3D, mais pas
a 1D. Une des solutions est alors métastable, c’est-a-dire que son énergie est supérieure
a l'énergie de la phase homogene et la transition est donc du premier ordre (elle est du
second ordre a 1D).

Le solide quantique décrit par ce modele se comporte comme un supersolide, ¢’est-a-
dire qu’il se comporte comme un solide élastique classique (module d’Young, modes d’ex-
citations...) mais posseéde également un moment d’inertie non-classique ! Le modeéle utilisé
étant avant tout un modele de superfluide, on peut s’attendre a y observer la superflui-
dité. En revanche, il est bien plus surprenant d’obtenir pour le cristal les caractéristiques
d’un solide classique comme nous allons le voir avec la description macroscopique de ses
propriétés mécaniques.
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7.3 Propriétés mécaniques

Pour établir les propriétés mécaniques de ce modele de solide quantique, il nous faut
déduire du modele microscopique un modele macroscopique dans lequel la structure cris-
talline du solide est en quelque sorte moyennée. En effet, la fonction d’onde v du super-
solide est tres rapidement variable a cause de la structure cristalline qui correspond a des
pics de la fonction d’onde. Pour obtenir une description mécanique du supersolide, il nous
faut nous abstraire de cette structure cristalline sous-jacente afin d’extraire les variations
a plus grande échelle du solide. C’est ce que permet la méthode d’homogénisation, qui a
été développée notamment pour obtenir une déduction cohérente des écoulements dans
les milieux poreux. On a pu ainsi retrouver par cette méthode la loi de Darcy. Nous nous
contenterons ici de donner les principes généraux de cette méthode mathématique. Un
lecteur intéressé par cette méthode pourra consulter le livre [BLP].

7.3.1 Principe de la méthode d’homogénisation

Le principe général de la méthode d’homogénisation est de trouver des équation pour
les quantités moyennées ou macroscopiques a partir des équations du systeme. Nous al-
lons établir ces équations macroscopiques pour un systeme proche de I’état fondamental
et nous obtiendrons ainsi les équations macroscopiques des perturbations a grande échelle
du cristal. Cela signifie que les longueurs d’ondes typiques des perturbations sont bien
plus grandes que la distance inter-pics de ’état fondamental. Dans notre cas, les quan-
tités macroscopiques seront la densité moyenne (en moyennant donc les pics de densité)
n(r,t), la phase moyenne ®(r,t) et le vecteur déplacement du solide u(r,t). Cela revient
formellement & décomposer la solution de NLS sous la forme (¢ = pe'?) :

p:po(r—u,n(’r,t))—i—ﬁ(r—u,n,t)+... ’
¢ =—ut+d(r,t)+ o(r —u,n,t)+ ..., (7.7)

ou po(r,n(r,t)) est un état fondamental de (7.3) pour une densité moyenne n(r,t) et
1 le multiplicateur de Lagrange associé. On associe a cette décomposition les hypotheses
suivantes :

— il s’agit d’'un développement en perturbation, assez proche dans un premier temps
que celui qui a conduit au calcul de la relation de dispersion pour un milieu ho-
mogene. On conservera uniquement les termes au premier ordre de perturbation.

— n(r,t), ®(r,t) et u(r,t) sont des fonctions lentement variables en espace (par rap-
port & la maille du solide, qui est d’ordre a) et en temps (par rapport a la fréquence
) _

— les fonctions ¢ et p sont des fonctions rapidement variables et périodiques sur chaque
maille du solide.

7.3.2 Equations macroscopiques

Le principe d’homogénisation consiste a introduire dans (7.1) le développement (7.7) et
a obtenir les équations d’évolution des variables macroscopiques n(r,t), ®(r,t) et u(r,t)
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en intégrant les fonctions rapidement variables au sein de chaque maille du solide. Ceci
conduit, en faisant ’hypothese d’isotropie du systeme, a

om + 0 (QSS%@“I’ +(n — QSS)Uz‘) = 0,

mo {(n — 0%) (uZ — %@@)] + hoj, [(n — 0*) (uZ — %&@) 8;.3(1)} = Ok NiktmUim)
2

h 2
ho,® + — (VP o =0
@ (VB +E () = 0,
en notant le tenseur de déformation u;;, = % (Oyug + Opu;) et
. h
w; = Oyu; + — 0L, PO, .
m

Ici, 0%, Nigm et €'(n) sont des fonctions explicites de ’état fondamental du supersolide a
densité moyenne n. En particulier £(n) est 'énergie du fondamental. La fonction ¢ et
le tenseur d’ordre quatre A, s’obtiennent a l'aide des équations d’Euler-Lagrange du
systeme complet. Le détail de leur calcul est assez complexe et n’est pas explicité ici. o
correspond a la densité superfluide de ce solide quantique : cette quantité est responsable
du moment d’inertie non-classique et indique la proportion de matiere dont le mouvement
est découplé de la rotation solide. Si p** est différent de zéro, on a un supersolide. On
appelle de maniere équivalente p** la densité supersolide. Le terme Oy (AigimUsm) décrit
les propriétés élastiques comme pour un solide classique [LeTa]. Dans I'hypothese ou 1'on
peut considérer le solide comme un solide classique, ce qui est pertinent pour des longueurs
caractéristiques bien plus grande que le réseau du cristal, on trouve :

Ok (NikimUWim) = AOjukk + 2ps0kuig,

avec A = K — %,us et ou K et us sont la compressibilié et le module de cisaillement de
I’hélium solide.

L’interprétation détaillée de ce systeme d’équations dépasse a nouveau le cadre de ce
cours et nous nous contenterons de dresser ici une liste de remarques importantes :

— le systeme d’équations décrit la dynamique des perturbations autour de I’état fonda-
mental du solide quantique. On observe que les propriétés élastiques et superfluides
sont couplées entre elles.

— quelques termes non-linéaires ont été enlevés dans cette approche, termes qu’il est
légitime de négliger dans la limite de perturbations de faible amplitude.

— I'hypothese d’isotropie du systeme est raisonnable, méme si la structure du cristal
(hexagonal a 2D et cubique a 3D) ne satisfait pas cette symétrie. La prise en compte
de I'anisotropie du systeme se traduirait notamment par une description tensorielle
de la densité supersolide 0.

7.3.3 Propagation d’onde dans les supersolides

L’étude de la propagation de perturbations de faible amplitude autour de 1’état fonda-
mental libre de contrainte permet de bien illustrer les propriétés élastiques du solide ainsi
que le couplage intrinseque superfluidité-élasticité de ce modele. Cet état fondamental est
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décrit par ng constant, et &g = —&’(ng)t/h et une transformation solide nulle w = 0. Nous
chercherons les perturbations de faible amplitude autour de cette solution d’équilibre sous
la forme d’ondes progressives :

n=ng+ nlei(k-r—wt) P =, + q)lei(k-rfwt) et u= ulei(k-rfwt) _

Y

On obtient le systeme linéaire d’équations au premier ordre :

h
_iwnl — stakzél + (77/0 - QSS)CL)(’C . ul) =0 )

h
—mw(ng — 0°°)(wuy + Ekq)l) = —(A+ ps)(k-uy)k — pskuy
—zhwtbl + 5"(n0)n1 =0.

On distingue deux types d’ondes suivant les propriétés du champ de déplacement.

Ondes de cisaillement

Les ondes de cisaillement sont caractérisées par la propriété div(u) = u; = k-u; = 0.
La dynamique du champ de déplacement se découple alors des champs de densité et de
phase. On peut donc chercher une onde de cisaillement pur avec 1 =0 et u; =0 :

2 X 2
mw(ng — 0°°)u; = pk uy
qui donne la relation de dispersion des ondes de cisaillement w = vk avec la vitesse

[hs

Cs= 4| ———— .
m(ng — 0°%)

Elle correspond a la formule classique pour un solide élastique, tenant compte de la cor-
rection de la densité due a la densité supersolide.

Ondes de compression

En revanche, les ondes de compression, telles que div (u) # 0 ont une structure plus
complexe et elles lient explicitement les déformations du solide avec la phase quantique
®. On prend u; = u1k et on obtient le systeme linéaire :

—iw — L gs? w(ng — 0°)k? n 0
0 —hw(ng — %) (K + 3pus)k* — mw?(ng — 0°) o, 1 =10
E"(no) —thw 0 Uy 0

Le déterminant de cette matrice donne la relation de dispersion de ces ondes. On remarque
que ce déterminant correspond a un polynome homogene de degré quatre en k et w. On
cherche alors les solutions sous forme de modes sonores de vitesse de propagation v :
w = vk et on obtient ’équation caractéristique pour la vitesse de propagation v :

ng — st ng — st st
— = - cf( + —cg v? + —cic? =0,
) N Ny
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ou l'on a introduit cx la vitesse des ondes élastiques longitudinales :

mnyg

et ¢, la vitesse des ondes superfluides équivalentes :

2 noé’”(no)
g =—"7",
m
Il est intéressant de calculer ce déterminant dans deux limites physiques pertinentes :
— la limite superfluide ¢** — ngy pour laquelle la relation de dispersion se ramene a
w? = no&E”(ng)k?/m, qui correspond au spectre de phonons obtenu pour le modele

NLS avec la vitesse de propagation :

nOE”(nO)

m

V=g =

— La limite de solide classique 0** < ng : dans ce cas, on trouve deux modes de
propagation correspondant aux vitesse :

2 _ 2 2
v =Ckg T 6

et
2 2 Ss
2 CgCs 0
Vy = 55— -
Cx +¢5 o

Cette seconde vitesse s’annule lors de la transition supersolide-solide (0** = 0) et
ce mode de couplage solide-supersolide disparait. Cette transition s’obtient dans le
modele dans la limite A — oo.



Chapitre 8

Fluide en rotation et vortex

La possibilité de mettre en rotation les fluides quantiques change de maniere specta-
culaire la nature de I’état fondamental ¢/ de I'énergie de Gross-Pitaevskii. Ces solutions
peuvent contenir des vortex, c¢’est-a-dire (pour un probleme a deux dimensions) des points
ou ¢ s’annule et autour desquels la phase de ¥ tourne d’un nombre entier de fois 27. Dans
ce chapitre, nous décrivons d’abord la procédure expérimentale pour observer ces vortex
et la modélisation d’un condensat en rotation en terme de fonctionnelle d’énergie. Nous
détaillons ensuite les minimiseurs correspondants, qui sont a valeurs complexes. Nous
terminons par la structure des solutions contenant un grand nombre de vortex, qui s’ar-
rangent en un réseau régulier appelé réseau d’Abrikosov.

8.1 Mise en rotation des condensats

La rotation d’un fluide quantique est tres différente de celle observée classiquement.
Prenons un fluide classique, un verre d’eau par exemple, et plagons-le sur un plateau
tournant a la vitesse angulaire €2 autour de 1’axe vertical de vecteur unitaire e,. Le champ
de vitesses a 1’équilibre correspond a la rotation rigide v(r) = Q A r, avec 2 = Qe, ;
la vorticité V A v de ce champ vaut 2€2. Une conséquence de ce champ de vitesse est
observable sur la surface du liquide, qui prend une forme parabolique. Pour un fluide
quantique décrit par ’équation de Gross—Pitaevskii, la fonction d’onde est un nombre
complexe que nous pouvons écrire 1) = \/ﬁew tant que 1 ne s’annule pas. La formulation
hydrodynamique vue en § 1.2.7 nous a conduit au champ de vitesse v(r) = (h/m)V(r),
dont le rotationnel est nul. Cela signifie-t-il qu'un fluide quantique va rester immobile
si on met le récipient qui le contient en rotation? La réponse est négative, le fluide va
tourner, mais son champ de vitesse sera tres différent du champ de rotation classique. La
mise en rotation va donc imposer a ¥ de s’annuler : lignes en dimension 3 ou points en
dimension 2, appelés vortex ou tourbillons. La circulation de v(r) autour d'un zéro de 9

m

% U(T) -dl

est alors entiere, correspondant au nombre de tours de la fonction 1 autour du zéro.

7
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F1G. 8.1 — Mise en rotation d'un condensat de Bose-Einstein par un potentiel anisotrope
(photos LKB-ENS).

8.1.1 Observation expérimentale

On considere une assemblée d’atomes confinés dans un potentiel harmonique isotrope
V(r) = mw?r?/2. Pour mettre ce gaz en rotation autour de 'axe Oz, on ajoute a V le
potentiel anisotrope dépendant du temps

V(r,t) = %mw2(Xt2 ~Y?), (8.1)
ou X; et Y; sont donnés par
X; = x cos(Qt) + ysin(2) Y, = —xsin(Qt) 4 y cos(§2t) . (8.2)

Ce potentiel anisotrope dans le plan xy peut étre créé par un faisceau laser elliptique, dont
on fait tourner les axes au moyen de modulateurs acousto-optiques. Il peut également étre
d’origine magnétique et créé par des bobines de formes judicieusement choisies et transpor-
tant des courants électriques dépendant du temps. Le parametre € est généralement choisi
petit devant 1, ce qui signifie que le potentiel tournant V' est petit devant le potentiel de
confinement V.

La procédure expérimentale pour étudier ce probleme commence par la préparation
d’'un condensat de Bose-Einstein en absence de V. On applique ensuite V' pendant une
durée ajustable avant de prendre une image du gaz. On observe que I'application de V' se
traduit d’abord par une phase de turbulence qui dure quelques centaines de millisecondes
(figure 8.1). Le gaz atteint ensuite un état stationnaire qui comporte un certain nombre
de trous de densité qui sont des vortex. Le nombre de vortex observables augmente avec la
fréquence de rotation €2 (figure 8.2). Quand le nombre de vortex est grand, ils forment un
réseau triangulaire régulier. Ce réseau est appelé aussi réseau d’Abrikosov en raison de la
similarité avec les phénomenes observés dans les supraconducteurs de type II, décrits par
des modeles de champ moyen analogues, dits modeles de Ginzburg-Landau [Abr, SJST].
Nous verrons plus loin une justification mathématique de cette géométrie.

8.1.2 Description d’un condensat en rotation

Deux points de vue sont possibles pour décrire ’apparition de vortex dans ces gaz en
rotation, selon qu’on considere que l'agitateur tournant reste présent ou non a l'instant
ou l'on veut évaluer 'état stationnaire du gaz.
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F1G. 8.2 — Etat stationnaire d’'un condensat en rotation, pour des valeurs croissantes de
la fréquence de rotation 2 (photos LKB-ENS).

Passage dans le référentiel tournant. Nous supposons ici que 'agitateur tournant
est présent a l'instant auquel on veut déterminer l'état stationnaire du gaz. Dans le
référentiel du laboratoire, ’hamiltonien Hia, (t) décrivant le gaz piégé contient le potentiel
V'(r,t) et dépend du temps. Pour se ramener & un probléme indépendant du temps, dont
I’hamiltonien admet un état fondamental, passons dans le référentiel tournant a la vitesse
angulaire ) autour de 'axe Oz. L’hamiltonien dans ce référentiel vaut!

]:—’rt - ]:-Ilab(o) - Q["z 3 (83)

oi £, est la composante du moment cinétique des N particules selon ’axe de rotation :

. N ) N
L.=) L.i=) &iPyi— GiPui (8.4)
=1 =1

Rappelons que la composante selon z de 'opérateur moment cinétique orbital d’une par-
ticule est L, = @p, — §p., dont action sur une fonction d’onde 1 (r) s'écrit : L.ab(r) =
—ih(x0y — yd,)Y(r).

Pour rechercher 1’état fondamental du systéeme, on peut alors procéder comme au
chapitre 1, en remplagant I’hamiltonien a N particules (2.5) par (8.3). L’approximation
de Hartree conduit alors & une fonctionnelle d’énergie similaire a (2.13), mais a laquelle
on doit ajouter —Q [ w*(ﬁzw), et dans laquelle le potentiel V;,; combine les effets du piege
et de l'agitateur :

2

Vigo(r) = V(1) + V'(r,0) = 2

(14 e)2”+(1—ey”+2%] . (8.5)

Evolution & moment cinétique constant. Une fois que le gaz mis en rotation par
l'agitateur tournant a atteint son état stationnaire (figure 8.2), on peut éteindre cet agi-
tateur. Si € < 1, cette extinction n’a généralement pas de conséquences observables. A
cet instant, le gaz possede un moment cinétique non nul le long de l'axe Oz et ce moment
cinétique restera constant au cours de I’évolution ultérieure puisque le potentiel auquel
sont soumis les atomes est a symétrie cylindrique autour de cet axe.

Comme l'agitateur est désormais absent a I'instant qui nous intéresse, la recherche de
I’état stationnaire du gaz peut se faire dans le référentiel du laboratoire, en minimisant la
fonctionnelle d’énergie (2.13) dans laquelle nous prendrons V (r) = mw?r?/2 (c’est-a-dire
¢ = 0 dans (8.5)). Le probleme semble donc similaire & celui étudié dans les chapitres

yoir par exemple L. Landau et E. Lifshitz, Mécanique, §39, Editions Mir (Moscou).
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précédents, mais il y a en fait une différence essentielle : cette minimisation doit se faire
en prenant en compte le moment cinétique moyen non nul du gaz, qui est conservé au
cours de I'évolution. Pour tenir compte de cette contrainte, on utilise la méthode des
multiplicateurs de Lagrange : on ajoute a (2.13) le terme —2 f¢*([:zw), Q jouant alors
le role de multiplicateur de Lagrange associé au moment cinétique.

Pour résumer, les deux points de vue physiques conduisent a des fonctionnelles d’énergie
tres voisines :

ew)= [ iul @t [Vl @04 52 [ —a [or (L) @7, 50

la seule différence étant la présence ou non du terme proportionnel a e dans I’expression
(8.5) du potentiel Vi, ressenti par les atomes.

Avant d’aborder I’étude mathématique de cette fonctionnelle, procédons a une derniere
simplification. Les phénomenes qui vont nous intéresser ici sont reliés a la position des
vortex dans le plan zy. En revanche, nous n’aurons pas la place d’aborder le probleme
(pourtant intéressant) de la forme d’une ligne de vortex le long de 1'axe de rotation Oz.
Nous allons donc supposer pour simplifier que la dimension selon z est gelée, c¢’est-a-dire
qu’on a appliqué un potentiel mw?2?/2 avec w, > w selon cet axe. Si le quantum d’énergie
hw, est grand devant le potentiel chimique p, on peut chercher les minimiseurs de (8.6)
sous la forme

—2%/(262)
¢($7y,2) = (b(xvy) XO(Z) ) avec XO(Z) = W ) €Z = (h/(mwz))l/Z )

la fonction xo(z) représentant 1’état fondamental du mouvement selon z pour une particule
de masse m. La fonctionnelle d’énergie s’écrit alors en fonction de ¢(x,y) :

£0) = [ 4o 1vor @ [vary o @+ 5 [l @~ [ (L) r, 1)

avec § = g/(£,\/2m) et Vag(r) = mw?r?/2. L’équation d’Euler-Lagrange correspondant &
(8.7) est
h? -2 .
~ 380+ Vau + Ngl9f*6 i@ ATV = pg. (8.8)
et notre but est maintenant de comprendre mathématiquement comment on peut arriver
a des minima de I'énergie qui présentent des points d’annulation autour desquels il y a
une circulation.

8.2 Solution avec 1 vortex

La premiere étape de notre compréhension mathématique consiste a étudier les solu-
tions de (8.8) de la forme

¢(x,y) = f(r)e'” (8.9)
ou r = \/x2 4+ y?, f est une fonction réelle qui s’annule a 'origine, ¢ € N et 0 est I'angle

polaire. Ces solutions sont la formulation type d’'un vortex : une annulation de la fonction
d’onde avec une singularité de phase a l'origine, puisque la phase tourne de ¢2w. Ces
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solutions dites a vortex sont parfois également appelées solitons topologiques. En effet, un
soliton est une fonction 1D qui passe de —7 a . En revanche, on peut relier continument
un soliton a la solution constante égale a 1, ce qui n’est pas le cas d’un vortex. On renvoit
a [MaSu] pour des informations sur les solitons topologiques et des structures topologiques
plus compliquées que les vortex.

Etant donné que © A r est suivant ey, cela implique que
QAr-Vo=q0Qf .
D’autre part, le calcul du laplacien en coordonnées polaires conduit a

) ! f
A(f(r)e?) = "+ — = .
(f(r)e”) = f"+ - = 3
A partir de (8.8), en supposant que h = m = N = g = u = 1, et en négligeant pour
I'instant la contribution de Vio (hypothese de condensat homogene), on est conduit a
I’équation modele décrivant un vortex de degré q :

/

f”+7—q2r—2+f(1—f2):0 . (810)

On cherche des solutions positives définies sur tout R™, et en particulier en 0. Une premiere
idée serait de résoudre ’équation différentielle avec f(0) = 0 et en faisant varier f’(0).
Mais les coefficients de I’équation sont singuliers a 'origine. Donc le théoreme de Cauchy
Lipschitz ne s’applique pas et on ne sait pas s’il existe localement une unique solution au
voisinage de zéro et numériquement une telle résolution est tres instable. En revanche, on
peut montrer que toutes les solutions sont développables en série entiere au voisinage de
0 et se comportent comme 7r? :

Proposition 8.2.1 Toute solution réelle de (8.10) sur un intervalle (0, R) est au voisi-
nage de 0 la somme d’une série entiere de la forme
far) =1%a+>_ Pi(a)r™)
k=1

a € R. Parmi les a, il existe une valeur séparatrice A au sens :

—sia> A, f, croit de 0 a linfini. quand r va de 0 a une valeur finie.

— fa(r) croit de 0 a 1 quand r va de 0 a l'infini

- s10<a<A, f, reste comprise entre -1 et 1 et oscille indéfiniment.

Cette proposition indique donc qu’il existe une seule valeur de f’(0) pour laquelle nous
avons une solution sur tout R, mais le résultat ne découle pas directement de théoremes
classiques. La preuve de cette proposition fait 1’'objet de larticle [HeHe|. Nous ne la
détaillerons pas ici.

Notons que la solution pour a = A correspond a la solution vortex de degré ¢, ou circu-
lation ¢. Pour la suite, on remarquera qu’'une autre formulation en coordonnées complexes

de cette fonction est .

z
zZ|)— avec z =x + 1y ,
e y
puisque e = z/|z|. On signale que seule la solution avec ¢ = 1 est stable : les solutions
dites & vortex multiple (¢ > 1) sont instables et il est plus favorable énergétiquement
d’avoir ¢ vortex de degré 1 plutot qu’un vortex de degré q.
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8.3 Solutions a plusieurs vortex

A partir de la solution a 1 vortex que nous venons de construire, nous souhaitons
mieux comprendre les minimiseurs de (8.7). En supposant A =m =w =1 et e =0, et en
notant a nouveau 1 notre fonction d’onde, on s’intéresse donc a la minimisation de

BY) = [ 3IV6f + WP+ Gl + 3R AT (T = uTe), (81)

ou G = Ng, 2 = e,, et sous la contrainte fR2 |4)]> = 1. On remarque tout de suite que
si Y est a valeur réelle, ¥*Vi — yV* = 0. En revanche, si ¢ est a valeur complexe, et
Y = \/pe, alors i(Y*V — pV*) = —pVe. Si Q est non nul, le fait d’avoir ¢ & valeur
complexe peut donc faire baisser I’énergie.

8.3.1 Existence du minimum

Nous n’allons pas prouver en détail cette existence, mais juste donner quelques indi-
cations sur les phénomenes. On peut tout d’abord remarquer que

Ve — i@ ATef? = [V + Q2 + i AT - (Ve — $V*)

si bien qu’on peut réécrire ’énergie sous la forme
Bw) = [ Live—io 2 L gy 4 G 8.12

On voit alors que la valeur €2 = 1 est séparatrice au sens :

— si ) < 1, cette énergie est positive, donc en particulier bornée inférieurement. Cela
suffit pour appliquer les techniques du chapitre 3 et prouver I'existence d’un mini-
miseur de I'énergie qui est solution de I’équation d’Euler-Lagrange correspondante.
Nous n’entrerons pas plus dans les détails.

— si Q0 > 1, cette énergie n’est pas bornée inférieurement. On verra ci dessous que
I'on peut construire des suites minimisantes dont 1’énergie tend vers —oo. Cela
correspond au fait que la rotation devient plus forte que la force de piégeage et les
atomes partent a l'infini.

Proposition 8.3.1 $iQ > 1, le minimum de Uénergie (8.11) sous la contrainte [g, [¢]* =
1 est égal a —oc.

Démonstration. On cherche a montrer que si 2 > 1, il existe des suites minimisantes
dont I'énergie tend vers —oo. On cherche des fonctions test sous la forme ¢ = f(r)e'’
avec f(0) =0 et [, f> = 1. L’énergie s’écrit alors

, 1., 1,f? 1 G
E igfy _ ~ ol —2——Q 2 T2 42 _4‘
(Fre®) = | of +a0 s~ +5rf 5 f
Le choix optimal de ¢ est tel que
2
o L=af p=o
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On choisit donc ¢ = Q/( [ f—j) et on est ramené a minimiser

1 1

= [ 330wy [P [ (8.13)

w2l 2P

On fait le changement d’échelle f(r) = ah(ar) qui préserve la norme L?, olt « est un réel
non nul a déterminer. On trouve que

2

a’ o 1 1 Lo 2/G4
£ =G,(h) = —h" - = Q— —1r“h —h*. 8.14
D=0.0):= [ G0 G0 [gaerer [ G0 e

2
r2

Si on trouve une fonction h telle que

(/R TW) (/R g) <, (8.15)

alors en faisant tendre a vers 0 dans (8.14), on obtient des suites minimisantes dont
I’énergie tend vers —oo.

Il s’agit dont maintenant de savoir si (8.15) peut étre satisfaite. On remarque que par
Cauchy Schwarz, on a toujours

1/2 B2 1/2
e (L) (L)
R2 R2 r2 T

Donc si Q < 1, il est impossible de vérifier (8.15).

En revanche, si £ > 1, on choisit h une fonction constante entre 1 et a, égale a

1/4/m(a? — 1) et nulle ailleurs. On a alors

(o) (L) = weenzs

et ceci tend vers 1 quand a tend vers 1. Donc si 2 > 1, on peut trouver h vérifiant (8.15).
Cette fonction n’est pas continue mais on peut la régulariser pour obtenir une fonction
H' qui vérifie encore (8.15). On fait ensuite tendre a vers 1, a vers 0 et la régularisation
ensemble de telle maniere que a?/(a? — 1) tende vers 0 et le terme correspondant & la
norme L* dans (8.14) tend vers 0 aussi, ce qui produit une fonction test admissible. =

On s’intéresse dans la suite au cas {2 < 1. Pour ces problemes, il n'y a pas d’unicité
du minimiseur.

Notons que si le potentiel de piégeage n’était pas harmonique, mais a croissance plus
forte que 72, 'énergie aurait un minimiseur pour tout £.

8.3.2 Echelles de longueur

Plusieurs échelles apparaissent dans le probleme en fonction de la taille des parametres
G (petit ou grand) et €2 (proche de 0 ou de 1) :
— taille caractéristique des vortex, qui est de l'ordre de la longueur de cicatrisation &
introduite dans (1.16), de l'ordre de 1/v/G.
— taille du condensat
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— distance entre vortex.

La preuve mathématique du fait que le minimiseur a des vortex quand () dépasse
une valeur critique est quelque chose de difficile. Nous renvoyons le lecteur intéressé a
[Aft, BBH] pour des lectures complémentaires.

Deux limites asymptotiques peuvent étre étudiées mathématiquement :
— G grand
— ) tend vers 1.

G grand

Dans le cas ou G est grand, des calculs similaires a ceux effectués dans 5.3, conduisent,
si Q = 0 & un rayon du condensat R de l'ordre de G'/* et au fait que le minimum est
proche d’une parabole inversée

1 r 1
2 (35) avee plr) = 50— 1), A =22V (8.10)

On peut envisager de construire une fonction test avec plusieurs vortex du type
ﬁ z—q s |z — Ra ||
U= re JP\R)"

ou R est la taille du condensat et ¢ la taille caractéristique d’un vortex, de ’ordre de 1/ VG.
Comme R¢ est petit, et G est grand, on trouve alors un développement asymptotique de
I’énergie qui se décompose en

— Dénergie de la parabole inversée p, d’ordre VG

— I’énergie des vortex, chacun ayant une énergie d’ordre

1 1
“InG - ——=Q
G VG

ce qui conduit a la vitesse critique a partir de laquelle il est plus intéressant d’avoir
des vortex, qui est proportionnelle & In G/ VG. On trouve également que le meilleur
profil est quand f est solution de (8.10).

— I’énergie des vortex qui conduit a

—Zln|ai—aj|+2\ai|2 . (8.17)

1#£] %

Cete interaction effective entre vortex est formellement identique a celle d'un gaz de
Coulomb en interaction. La position a; des vortex est déterminée par la minimisation
de cette interaction. La minimisation numérique de ce probleme conduit a un réseau
ordonné : des points placés presque sur un réseau triangulaire, quand leur nombre
est grand. Ceci est relié a des problemes de polyndémes orthogonaux et aux points
de Fekete [ST], chapitre 3.

La construction de la borne inférieure est la partie mathématiquement difficile.

Notons que I'étude de la dynamique des vortex, leur mouvement relatif et leur inter-
action reposent souvent sur la dynamique créée par (8.17).
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Points de Fekete

La question de trouver les n points a;, 1 < i < n, qui minimisent
2
—Zln]ai — CLj‘ + Z \all ,
i#j i

est reliée au probleme des points de Fekete qui consiste a trouver des points a; dans un
domaine K qui maximisent
2
H |CLZ‘ — (lj| .

i#]
Si K est lintervalle ]0,1[, ce sont les racines des polynomes dits de Tchebyshev. Si K
est le cercle unité, les points sont les racines niemes de 'unité. On peut montrer que la

mesure
n
1
5 Oa; »
n <
=1

converge quand n tend vers l'infini vers la mesure portée par le bord de K.

Si au lieu de prescrire les points dans un domaine K, on met un potentiel confinant,
cela maintient les points dans un domaine borné. On s’intéresse alors a la maximisation

de
i#]
Si V est le potentiel harmonique, on est ramené exactement au probleme (8.17) et on
voit apparaitre numériquement que les points se positionnent sur un réseau triangulaire

quand n est grand. On pourrait imaginer que ces points soient des racines de polynomes
dont les coefficients ont des propriétés remarquables mais tout ceci est ouvert.

() proche de 1

Quand la rotation est rapide, les vortex deviennent d’une taille comparable a leur
distance mutuelle. Leur nombre augmente et ils se positionnent sur un réseau. Il faut alors
introduire d’autres techniques mathématiques, notamment a partir de la fonction Theta
de Jacobi pour comprendre cette structure périodique. On cherche alors des fonctions test

du type
2|

ou u va étre périodique sur un réseau de taille d’ordre 1 et p est une parabole inversée de
rayon caractéristique R de telle maniere qu’elle minimise

G
30—k + ol (5.15)

On voit alors que R? est d’ordre 1/v/1 — Q2. En fait on va imposer & notre fonction test
d’étre dans I’état fondamental de 'opérateur

/RQ%W—@'QMW, (8.19)
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ce qui produit des fonctions holomorphes, a une multiplication par une gaussienne pres.
La séparation des échelles d’énergie va imposer a la fonction périodique u de minimiser sa
norme L* & norme L? constante. C’est ce que nous allons essayer de comprendre dans la
section suivante, et en particulier de voir comment un réseau triangulaire apparait dans
le probleme.

8.4 Réseau d’Abrikosov

Il nous faut maintenant introduire la notion de réseau. Soit R € R%, et 7 = 71 +1im €
C\R. On appelle K  le parallélogramme unité sur le réseau

L’T,R = R(Z@TZ) .

En fait, plusieurs valeurs de 7 peuvent donner le méme réseau géométrique, en tenant
compte des isométries. Afin de décrire tous les réseaux, on peut donc restreindre les

TV

/ ;

VR
Fi1G. 8.3 — Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré.

valeurs de 7 : il y a une bijection entre les réseaux de C tels que 1 est leur plus petite
période et le demi-plan de Poincaré (75 > 0) quotienté par I'action du groupe modulaire

et défini par :
>0, |7|>1, —-1/2<1<1/2, (8.20)

avec
n <0, si |7|=1. (8.21)
Ceci est représenté sur la figure 8.4. En d’autres termes, il suffit de prendre 7 vérifiant
(8.20)-(8.21) pour obtenir par une combinaison d’isométries z — 1/z et z — 2z + 1
I’ensemble des réseaux.
Nous définissons la fonction Theta associée au réseau Z ¢ 77, par

1 X

@T(U) _ ; Z (_1)nei7r7'(n+1/2)2e(2n+1)7riv, veC . (822)

n=—oo

Une référence est [Cha]. La fonction Theta s’annule exactement une fois sur une cellule
de Z @ TZ et vérifie

0,(v) = —O0,(—v), O, (v+1)=-0,(v), O.(v+7)=—€e""e 2O (v). (8.23)
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On vérifie que certaines quantités intégrales associées a la fonction Theta ont une inva-
riance modulaire en utilisant de plus la propriété :

miv? 1
L@, 1) =ie " 0(2,—-), (8.24)

1 T T

combinée avec I'invariance par rapport a 7 — 7 + 1.

On veut définir un espace de fonction dont le module est périodique sur le réseau, qui
s’annulent exactement une fois par cellule et qui correspondent a 1’état fondamental de
notre opérateur de rotation.

Cela impose d’'une part une quantification sur la taille de la cellule, soit que | K, g|/(2)
est entier, et d’autre part des conditions de bord quasi-périodiques. En fait dans la suite,

nous supposerons
R’ry = 2r. (8.25)

Soit |
Ay = 5(—2/,:6) , dans K, g et V4, =V —iA,. (8.26)

On a bien que Ay = e, Ar et donc V 4, fournit bien 'opérateur (8.19) que nous cherchons.
On définit I'espace

iy i

Erp={u€ H (K., C),u(z + R) = e®=u(z), u(z + Rr) = e®=z """y (1)} . (8.27)

Ces conditions de bord sont périodiques au sens que les quantités physiques |u| et |V 4,u]
sont périodiques. En revanche u n’est pas exactement périodique. En fait, u et V4, u au
point (z+nR+mART) sont équivalents de jauge a u et V 4,u. On peut vérifier que le degré
total de u € E, g sur une cellule est égal a 1 a cause de (8.25).

Nous allons étudier I'opérateur —V?% sur 'espace E; r et allons voir que cela nous
conduit a poser un probleme de minimisation sur des fonctions ©. La section suivante peut
étre sautée en premiere lecture, en admettant que le probleme (8.18) peut étre ramené a
la minimisation de la norme L* pour des fonctions du type

zZ— zZ1

R

u<z) _ 6—\z|2/4622/4—i7rz/R@T(

), (8.28)

de norme L? égale & 1.

8.4.1 Niveau de Landau fondamental

Proposition 8.4.1 L’opérateur —Vio est auto-adjoint et positif sur l'espace B, g. Sa plus petite
valeur propre est égale a 1, et l’espace propre associ€, appelé L, g, est de dimension 1 engendré
par la fonction (8.28) ot R vérifie (8.25) et z1 vérifie

147

z1=R mod L R.
La seconde valeur propre de —V?% est plus grande que 3.

Cet espace est aussi appelé niveau de Landau fondamental. La preuve de ce résultat est donné
par souci de cohérence, mais peut étre sauté en premiere lecture.
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Notons que u vérifie
fu(z + R)| = uz)] et |u(z+ Rr)| = [u(2)]. (8.29)

Démonstration. Nous introduisons I'operateur

. 1 . z
Dy, =01 +1i02 + 5(:1: +iy) =205 + 5 (8.30)

en notation complexe, ou 0z = %((% +10y). Cet opérateur correspond & l'opérateur de création
en seconde quantification et est naturellement associé a —V2AO. L’adjoint de D4, par rapport au

produit scalaire de L? est Dy, = —20, + %Z. On trouve que

1
Da,Dhy, = —40.: — 20, + 20z + Z|zy2 +1,
1
D, Da, = —40.z — 20, + 20 + 112\2 -1,
et on en déduit les relations canoniques :

Da, D}y, + Dy, Da, = —2A + §|2|* — 2(iyd, + ixd,) = —2V3 , (8.31)
DD, — Dy, Da, = 21 (8.32)

En particulier, —Vio = D3, Da, + 1. On vérifie que les conditions périodiques (8.27) assurent
que V4,u est vraiment périodique par rapport a £ r. Apres une integration par parties, on
trouve

/ yvA0u|2:/ 1D agul? + [ul® (8.33)
KT,R KT,R

On en déduit que la plus petite valeur propre de —Vio dans E; g, caractérisée par le quotient
de Rayleigh
2
. /. K. n [V aul
min ————
u€E, R fKT L lul?
est égale a 1 et l'espace propre L, correspond aux solutions de Dy,u = 0 dans E; r. En

particulier, en revenant & (8.30), on voit que ce sont des fonctions de la forme u = f(z)e~|2*/4
avec f holomorphe.

Soit u € Li: r = (KerDa,)* (ol Vorthogonal est pris dans L? de E.g). Nous admettons
que u appartient a la fermeture de I'image de D} . Nous pouvons supposer que u = D7 v.
Dans(8.33), on remplace D4,u par Dy, D} v et utilisons (8.32) pour trouver que

(=Vayusu) = (I + D4, Dag)u, u) = [[u]|* + (20 + D}, Dagv, Dayu)
= HUH2 + 2<D:k407)7u> + <’DZOIDAOU,'DAODZOU>
= 3||ul|* + (D, Dagv, (21 + D}y, Dag)v) = 3||ul|* + 2/ Dagv]® + || D, Pagv]*.
Nous en déduisons que pour u € L# R
2 2
(=Va,u,u) = 3|ull”,

et cela prouve la fin de la proposition.

Caracterisons 1'espace L; r. Nous avons vu qu'’il est fait des fonctions u = f (z)e*m?/ 4 avec
f holomorphe, vérifiant les conditions de bord (8.27), ce qui implique en particulier que |u]
est périodique. Puisque f est holomorphe, elle a un nombre fini de zéro dans K; r. Soit Ny



8.4. RESEAU D’ABRIKOSOV 89

ce nombre et zj les zéros. Nous allons prouver (8.28). C’est une conséquence du théoreme de
factorisation d’Hadamard : comme f et la fonction Hivil O, (%%*%) ont les mémes zéros, leur
quotient est une fonction analytique qui ne s’annule pas dans K; r. On peut donc trouver une

fonction analytique ¢ telle que

1=
La L. r-périodicité de |u(z)| = e~ 2 |f(z)| implique la borne supérieure

No Z— ZL
[[e->)

k=1

2|2

Vz € C, elte(d(2))— 5

<(Ci.

Donc, quand la cellule élémentaire @ est choisie telle que £, g N 0Q = @, il existe une constante
C > 0 telle que Vz € dQ + L, p, Re(d(z)) < Clz|> + In(CCy). Comme Re (¢(z)) est une
fonction harmonique, le principe du maximum implique Vz € C, Re (¢(z)) < C'(|z]* 4+ 1) pour
une constante C’ > 0. Le théoréme de factorisation d’Hadamard implique alors que ¢ est un
polynéme harmonique de degré 2, tel qu’il existe (4,7, 3) € C? tels que

N
f(Z) _ 65+77z+,622 l_i 97(2 - Zk).
k=1 R

Les conditions (8.27) et les propriétés sur la fonction Theta (8.23) impliquent que

NHOR —R? 4 28 Re—Re/2(_\No _ o Ty

i

(_1)N0 enRT+R272/47R2‘T|2/4+RTZ/27R£ET1/27RyT27’i7FTN072Z'7FN02/R+27;7T dop/R Py (T1y—T2)

La premiere équation donne

1 2k
8= T R*ry =27, n= —z(% + %) (8.34)
pour un entier k, et la seconde
77

Nnh=1 = —{— 8.35
0 y 1 ZR’ ( )

« 1+
z21=R T mod LR (8.36)

Cela implique (8.28). m
Remarquons que si on laisse une condition de quantification plus générale soit
R’my = 27N (8.37)
alors ’espace propre est de dimension N et formé de fonctions avec N zéros :

Proposition 8.4.2 L’opérateur —Vio est auto-adjoint et positif sur l’espace

itNy

Epp={uc H' (KrpC)u(z+R) = 2 u(z), ulz+ Rr) = ef MV ™Dy} (8.38)

Sa plus petite valeur propre est égale a 1, et ’espace propre associé, appelé L, g, est de dimension
N = % et est décrit par les fonctions

N
— yo—l2?/4 2% /4—ixNz/R Z— Zk
u(z) = Xe e klzll O ( 7 ) (8.39)
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ot A est un nombre complexe, z, sont N points dans K; g, vérifiant

N

1
sz = RN ;T mod L; R.
k=1

La seconde valeur propre de —V1240 est plus grande que 3.

La fin de la preuve est remplacée par :

itNy
enR+ﬁR2_R2/462,@Rz—R$/2(_I)No — ¢ Rra

(_1)N061']R’T+R27—2/4—R2‘T|2/4+RTZ/2—R$7'1/2—Ry7’2—iWTNU—?iWNOZ/R+2i7T Sop2/R _ eg.,];f (T1y—T21)

La premiere équation donne

1 N 2k
B=7 Rm=2N, n=—ilH+=50) (8.40)
pour un entier k, et la seconde
N

NO = .Z\[7 n= —Zf, (841)

et N

1

sz = RN —;T mod L, . (8.42)

k=1
Cela implique (8.39).

8.4.2 L’énergie du réseau

Dans cette partie, nous supposons admis que le probleme de départ se ramene a
minimiser [ |u|* pour des fonctions de norme L? égale a 1 et de la forme (8.28). Nous
allons prouver la propriété suivante :

Proposition 8.4.3 Quel que soit 7 € C tel que 5 > 0, pour la fonction u, donnée par

ur(2) = e%@ (\/\/;2,7) e~ :

4
lénergie (1) = (f||:T|‘2)2 a une expression explicite :
Wr) =D e ml (8.43)
kLEL
Démonstration. Soit Z = /522 et

nZ2

Fi2) =em O0(Z,7), w(z) =% 12Po(z 7).
De plus, en utilisant la définition (8.22) de la fonction ©,

oz, T)|2 _ Z (_1)n+n’eiﬂ(T(nJr%)Qf?(n/Jr%)Q)6i7r((2n+1)Z7(2n/+1)7) .

n,n'€Z
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Nous définissons Z = x + y7, ou z,y € R, et calculons :

|@(Z’ 7’)|2 — Z (_1)n+n/eiW(T(n+%+y)27?(n’+%+y)2)eQiﬂx(n_n/)e_iﬂ_(T_F)yg

nn'€Z

. 2
Nous avons également |u,(2)* = o7 (#-121%) (Z,7))? = e 2% |©(Z,7)]*. Dou,

2 I g 1 2 _=(/ 1 2 . o
|UT<2)’ = E (_1)n+n e’Lﬂ'(’T'('fl"FQ"‘y) T(n'+5+y) >6217rx(n )
n,n'€Z
Nous savons que |u,|?* vérifie (8.29), si bien que I'expression ci-dessus est périodique de

période 1 en x et y. On calcule les coefficients de Fourier de cette fonction périodique en
calculant sa transfomée de Fourier :

—iy.n i7r[T(n+1/2+y) —7(n/4+1/24vy) } 1 — 5= |(n—n/)T— 5 |2+ig(n—n') inm/ il
e e dy = e 2 g eme'z,
C

\V 27’2
Le changement d’indices k = n — n’ et la formule de Poisson
Z e = o Z d(n —2nl) ,
n'€Z LeZ

conduisent a

Z(_l)kukwe—glkf O 2im(ka+ty) (8.44)

La série de Fourier (8.44) a une intégrale de cellule égale a

9 1 2m
u,(2)|" L(dz :27r/ dxdy = .
f ool sy =am |y =

D’ou,

][|u |2 _ 27 _ 1
i 2m+\/279 V2ory

et la norme L* de u se déduit de (8.44) par I'identité de Parseval :

4 1 27 — |k —£? 1 |kr—¢2
s = L
o 27‘2 27y
kleZ kleZ

qui conduit au résultat. m

8.4.3 Réseau optimal

Proposition 8.4.4 La fonction (1) =), tez ¢~ 72 KTt possede linvariance modulaire
YT+ 1) =5(7), W(Z) = (1), et la symétrie v(—7) = (7). Elle a exactement 2 points
critiques a lintersection du domaine fondamental (8.20)-(8.21) avec {T; < 1.65} . Le point
critique en T = i (réseau carré) est un point selle avec la valeur critique (i) ~ 1.1803
et le point critique en T = j = e*™/3 est unique minimiseur (a symétrie modulaire prés)
avec b = y(e*™/3) ~ 1.1596 .



92 CHAPITRE 8. FLUIDE EN ROTATION ET VORTEX

Remarque 8.4.5 Les valeurs (i) et v(e*™/3) peuvent étre exprimées en terme de fonc-

tion Gamma : (i) = 2%22 et b=y(e¥/3) = 357(/13/23.

Démonstration. L’invariance modulaire de v(7) est une conséquence de sa définition
(8.43) et des propriétés de la fonction, mais peuvent aussi se vérifier directement sur
I'expression de la série. Cela permet de se restreindre au domaine fondamental (8.20)-
(8.21). La formule de Poisson et un changement de variables conduisent a

1 T (02 2Y k! = )
,7(7_) — 7__ E e ™ (y°+z )6 MR 6227r€ (zTR—Y) dl’dy ]
2 poez /R

Dans la mesure ou la fonction +y est réelle, la partie réelle de 0,7(7) est égale a

1 - T . gl _ k! 2
87_1’}/(7') = — Z / e T2 (y2+ 2)(2171'6’95)62”5 (z72 /72 y)€2 k = dydx '
R

-
2 ween

En utilisant la formule de Poisson pour la somme sur &', et une intégration Gaussienne,

nous trouvons que d,,v(7) = 0 est équivalent a

Z e ™ HR L sin (2mkl'Ty) = 0. (8.45)
/>0

L’estimation de la décroissance des termes exponentiels donne que les points critiques qui
sont dans {Zm7 > 0.31}, (qui contient le domaine fondamental (8.20)-(8.21)), sont en
fait dans {m; € {—1/2,0}}. Puis nous trouvons

(1+2) e (1 —drnk?)) | (8.46)

k>1

oy (it))

dt t:ng 27’2@3(0, /l.TQ)

qui est une conséquence de 7(it) = 63(0,2'15)63(0,9 et @3(0,%) = /104(0,it) pour
©3(0,it) = >,z e~™"* _ La monotonie de e *(1 — 4zx) sur [5/4,400) implique que la
dérivée (8.46) croit sur 5 > 1. Sur Darc de cercle ACy = {|7| =1, =1 <7 <1}, les
symétries de v(7) impliquent que la dérivée radiale est nulle. Donc la dérivée (8.46) est
positive sur la demi-droite {Re7 = 0} N {7, > 1}. Le long de l'arc de cercle ACy, la fonc-

tion v est monotone entre 7 = j et 7 = ¢. Le point 7 = 7 est donc un point selle.

En appliquant la transformation z — ;L—ll, la demi-droite {7 = —1/2,75 > 1/2} est
envoyée sur I'arc de cercle AC; passant par les points —1 + 4,7 = %(—1 + V/3i) et 0
centré en —1 de rayon 1. Sur {7 € ACy,m» > 0.31} comme Red,y(7) s’annule seule-
ment sur 3 = —1/2, cela implique qu’il n’y a pas d’autre point critique que j dans
{r =—1/2,1/2 <71, < 1.65}. La borne inférieure v(r) > 1 + 2¢ = implique que j est
I'unique minimum dans {—-1/2 <7 <1/2,|7| > 1}. =

Ces calculs sur la fonction theta remontent a Abrikosov [Abr]. En fait historiquement,
Abrikosov avait prédit un réseau carré [SJST]. Le fait que le minimum de y(7) est atteint
par le réseau hexagonal a été vérifié numériquement par [KRA] aprés une réduction du
probleme a la ligne 7 = —1/2, 77 €]0, 1[ qui est équivalent a notre réduction sur I'arc de
cercle.

Le probleme que nous avons présenté a également des liens avec des questions de quan-
tification géométrique du tore qui apparaissent dans I’étude du chaos quantique [NoVo].
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En fait notre expression y(7) est le carré de la norme d’une fonction de Hussimi sur le
tore étudiée par [NoVo| et le fait que le réseau hexagonal est optimal est prouvé dans

[NoVo], appendice A.
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